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Bevezetés
Tisztelt Kollégank!

Ezzel a jegyzettel kettos célt szeretnénk elérni. Egyrészt ravilagitani, hogy a mai valtozo
vilagban a vallalkozasok illetve vallalatok eredményes mikodéséhez elegnedhetetlen a
problémaaérzékenység és a dontés helyzetek felismerése, masrészt szemléletmodot ¢és
modszereket adni ahhoz, hogy a dontés-el6készités folyamatban tudatosan kézremiikodve az
adott probléma megoldasahoz hozza tudjanak jarulni.

A tanulas folyamatot el6segitend6 egyes modellek felismerésére és az optimalizal o eljarasok
begyakorlasara helyeztiik a hangsalyt.

Ezért nem amatematikai bizonyitasok jellemzéek a tananyagra, hanem a megoldo modszerek
részletes ismertetése, az egyes Iépések indoklasa és az optimum lehetséges elérési utjainak
bemutatasa.

Minden modellt konkrét példan keresztiil targyalunk. Az egyes alfeezetek végén otthoni
gyakorlasra konkrét feladatokat tiiziink ki, illetve az onellendrzésre attekintd kérdéseket
adunk. Ezek kidolgozasat, a valaszok megadasat nem tartalmazza a jegyzet azért, hogy
onalloan probaljak a megoldast megtalalni.

Oriilnénk, ha sikeriilne a sajat szakteriiletrdl az egyes modellekhez kapcsolodéan kidolgozni
egy-egy témat, ezzel isfejlesztve a problémamegoldo készséget.

A tananyag jobb megértését, feldolgozasat szolgaljak majd a rendszeres konzultaciok is.
Ennek soran a tanulas kozben felvetodo kérdéseket meg lehet beszélni, illetve tovabbi
feladatot kozosen lehet gyakorolni.

Végiil megadtuk a szakirodalmat, ami atananyagban val6 tovabbi elmélyiilést segitheti elo.



1. A dontéselokészités moédszertana

Ha belenéziink egy orszag gazdasaganak miroszkopjaba, igen gazdag és valtozatos vilag tarul
elénk. A gazdasagi szervezetek, vallalatok osszekapcsolodnak, szétvalnak, szétbontjak
tevékenységiiket és mikodés teriiletiiket. Vannak koztiik oriasok, kozepesek vagy ezerszam
torpe vallalkozasok; vannak akik termelnek, vannak akik forgalmaznak, vagy éppen a termelo
ésafogyasztd kozti kapcsolatot hozzak |étre fuvarozoi tevékenységiikkel.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk - roviden - hogy milyen a vallalati célrendszer a miikodés
stratégial aapja; hogyan mikodik a dontési folyamat, ami a vallalat eredményességét hivatott
el dsegiteni.

Betekintést adunk a dontéseldkészités modszertanaba, az operaciokutatas modellezési
eljarasan keresztiill. A kovetkezd fejezetekben pedig konkrét modellek alkamazasaval és
megoldas eljarasaival foglalkozunk.

1.1. A dontéselbékészités alapjai

1.1.1. Vallalati célrendszer

Az emberek az élet valamennyi teriiletén hosszabb-rovidebb idore kapcsolatba keriilnek
egymassal  tevékenységiik soran. Szovetkeznek egymassal valamilyen cél  elérésére,
valamilyen feladat végrehajtasara. Az igy létrejott struktarakat szervezeteknek nevezziik, azt
a célt pedig, amelynek elérésére a szervezet |étrejott, a szervezet alapveto céljaiként jeloljik
meg.

Az iizleti vallalkozas olyan emberi tevékenység, amelynek alapvetd célja fogyasztoi igények
kielégitése nyereség elérésével.

A vallalat az izleti vallalkozas szervezeti kerete: a modern tarsadalmakban jogilag
korilhatarolt olyan struktira, amelyre ¢épiillve az aapvetd cél eérésthez sziikséges
tevékenységek végbemennek.

A szervezet onallo alapvetd céljanak megvaldsitasaban az 6nallosag természetesen mindig
viszonylagos : a dontéseket szamos olyan tényezd befolyasolja, amelyeknek alakulasa a
vallalat dolgozéinak hataskorén kivil esik. Az 6nallosagrol abban az értelemben beszéliink,
hogy modjaban van a koriilményeket sagjat szempontjai szerint mérlegelni és dontéseit erre a
mérlegelésre alapozni.

A villalat kiildetése : a vallalat alapveto céljainak konkrét értelmezése. Meghatarozza a
mikodés kort, a belsd mikodés és az érintettekkel valo kapcsolatok alapelveit. A vallalat
kiildetésének meghatarozasa természetesen még nem jelent elegendd alapot ahhoz, hogy a
tevékenységek végrehajtasanak mikéntjét meghatarozzuk. A vallalat killdetésébol és a vallalati
mikodés érintettjeinek céljabol szarmaztathatok a vallalat céljai, amelyek alapot adnak a don-
tések meghozatalahoz, illetve a célok eléréséhez sziikséges tevékenységek végrehajtasahoz.
Minden szervezetnek ugy kell meghatarozni szervezeti céljait, hogy ezek eldsegitsék az
egyéni célok megval ositasat - ez a szervezet hatékonysaganak [ényeges feltétele.

A szervezeti célok legfobb jellemzoi a kovetkezok:



- A szervezeti célok hierarchikusan strukturaltak. A célok hierarchikus rendezése
szolgaltatja a szervezet szamara azt alogikus vonatkoztatasi aapot, amellyel meghatarozhatok
a sziikséges tevékenységek és ezek célszert csoportositasa, 6sszehangolasa.

- A szervezeti célok masodik jellemzoje a kolcsonos erdsités. Kolesonos erdsitésrol
beszéliink akkor, ha a szervezet és a szervezet tagjai egyarant segitik egymast céljaik
elérésében.

- A folérendelt (szuperordinalt) célok |étezése a szervezeti célrendszer legjellemzobb
vonasa. Ez magyarazza meg ugyanis a szervezetek |ényegét: a szervezetek azért |éteznek, mert
képesek olyan dolgokat megvaldsitani, amelyeket az emberek egyediil nem tudnanak elérni.

A folérendelt cél kozos célja a szervezet valamennyi tagjanak (részszervezetének), s melyet
legjobban kooperacioval lehet elérni.

A vallalati célrendszer legfobb tulajdonsaga tobbdimenziés volta. Tobbféle célstruktarat is
meghatarozhatunk. A célstruktarak egy része hierarchizalt, masokban az egyes célok egymas
mellé rendelve makodnek.

A vallaati célok jellemzésére elmondhato, hogy :

- a valosagban megjelend célok a kiilonbozo strukturak valamilyen metszetében
értelmezhetok;

- a konkrétan megfogalmazhaté céloknak a strukturaban elfoglalt helye valtozhat
(ugyanaz a cél mas helyet kaphat a feltételek valtozasanak fiiggvényében);

- a hierarchikus rendezésben a magasabbrenda cél elérésének feltétele az alacsonyabban
levd cél elérésére;

- acélok ésfeltételek (eszkozok) kozott nincs hatarvonal, egymasba at is mehetnek.

A vallaati célstruktira dimenzionalasa szamos szempont figyelembevételével mehet végbe.
Témank szempontjabol a legfontosabb a céloknak, a kiilonb6zo célfogamak tartalmi
terjedelme, atfogo volta szerinti strukturalasa. Eszerint a célhierarchia csaicsan az alapveto cél
all: a fogyasztoi igénykielégités nyereség elérése mellett. Ez alatt helyezkedik el a kiildetés
(mas néven rendeltetés cél): ez fogalmazza meg, hogy milyen uton, milyen tevékenységeken
keresztol, milyen miakodés elvekre épitve éri e a vallalat alapvetd céljat. A hierarchia
kovetkezod szintjén a tavlati, tartos célok allnak, ezek részletezik, hogy mit kell teljesitenie a
szervezetnek kiildetése megvalositasahoz. E célok azok, amelyek folyamatos megval osita-
saban az érintettek kozvetleniil is érdekeltek, s amelyben az alapveto cél (és a kiildetés) valora
valthaté (nyereségesség, j6 image, gyors reakcio és atfutas ido, novekvo piaci részesedés
sth.). A célok kovetkezo, az atfogd célokbol levezethetd szintjéhez a kozvetlen, iranyitas
ires vasoti kocsikkal). Végiil alegalso szinten az operativ mikodés célok helyezkednek el -
ezek egy-egy akcio eredményére vonatkoznak (pl. konkrét lebonyolitasa az elobb emlitett
feladatnak).

Ismét felhivjuk a figyelmet itt arra, hogy egy-egy konkrétan megfogamazott cél helye a
célstrukturaban valtozhat, a vallaati stratégia, a preferenciak, illetve a mikodés alakulasa
fiiggvényében - egyesek kiemelkedhetnek, magasabb szintre keriilhetnek; masok kevésbé
atfogo jelentdségiek lehetnek egy-egy idoszakban.

A célok strukturalasanak tovabbi fontos dimenzioja a kovetkezo:



A vallaati tevékenység kiilonbozo teriiletein megfogalmazhato un. funkcionalis célok: ennek
alapjan beszélhetiink pénziigyi, marketing-, fejlesztési, beszerzési, logisztikai, termelés
(szallitas) stb. célokrol.

1.1.2. A vallalati mikodés stratégiai alapjai

Barmely vallalati feladat csakis a célrendszer egészében értelmezhetd. A kiilonbozd szinteken
elhelyezkedd célok és az elérésiikhoz sziikséges feltételek minden vallalatnal allando
mozgasban vannak: megvaltozik a célok hierarchiaja; tobbféle, egymassal gyakran konf-
liktusba keriild cél is megjelenik a hierarchia azonos szintjén; valtoznak a preferenciak; ezért
mas és mas mozgasformak teremtodnek a kiilonbozo célok kozotti kompromisszumkeresés
szamara. Ami "rendet" teremt a célok és feltételek kusza rendszerében, az avallalati stratégia.
A vallalati stratégia arra ad valaszt, hogyan valositsa meg a vallalat alapveto céljat. Ne
feledjiik: a vallalkozast és a vallalatot az alapvetd céllal definialtuk - tehat ebben (az alapveto
célban) minden vallalat azonos. Az azonban, hogy ezt milyen médon kivanja elérni, mar
vallalatonként kiilonbozik: eltérdo a vallalatok killdetése, célja, feltételrendszere - a vallalati
stratégia feladata az, hogy ra tamaszkodva a vallalat hatékonyan tevékenykedhessen az
alapveto cél érdekében.

Vallalati stratégia : avallalati mikodés vezérfonala, avallalati célokat és elérésiik lehetséges
modjait fogal mazza meg.

Kétféle értelmezése hasznalatos:

- elozetes allitasok rendszere, amelyek eloirjak, hogyan kell viselkednie a vallalatnak
(normativ kozelités);

- atényleges dontéshozoi magatartas utolagos eredményeinek sorozata (leird kozelités)

Az altalunk targyalt stratégia a normativ kozelités jellemzoit foglalja 6ssze, amit formalis
stratégianak neveziink.

1 Ezek a stratégiak harom Iényeges elemet tartalmaznak:

alegfobb célokat és valtoztatasuk szabalyait;

- atevékenység keretelt, illetve ezek valtoztatasat el5ird szabalyokat, el dirasokat

- azokat a fo tevékenységi sorozatokat, programokat, amelyekkel adott keretek kozott a
célokat elérhetjiik.

2. A hatékony stratégia néhany fo alapelv és akcio koré épiil. Ezek koziil egyesek idolegesek,
masok viszont tartosak lehetnek. Ez a viszonylag kevés aapelv és akcié ad kiindulopontot
¢és iranyt a stratégianak, ez akadalyozza meg, hogy "mindenre kiterjedd” és igy
semmitmondé legyen. Ezen aapelvek és akciok tartalma hatarozza meg az eroforrasok
elosztasat és a szervezet mikodésének fo iranyvonalat.

3. A dtratégia mindig jovoorientalt, igy sziikségképpen mindig bizonytalansaggal, sot
megismerhetetlenséggel szamol. A stratégia Iényege éppen ezért olyan magatartas
kiépitése, amely erds és rugalmas, amely mellett a szervezet el tudja érni (ill. tudatosan
képes megvaltoztatni) céljait.

4. Végil, de nem utolsosorban a stratégia részstratégiakbaél all, amelyek hierarchikus és
dinamikus struktarakban kapcsolodnak egymashoz. A vallalati stratégia tehat nem



homogén, tobb rétege van, amelyek egymashoz viszonyitott fontossaga idorol idore
valtozik.

1.1.3. Problémamegoldas, dontés
A vezetok idgjiik legnagyobb részét problémamegoldassal toltik

Problémamegoldas. egy nem megfelelo helyzet feloldasarairanyul 6 kreativ folyamat.

fgy avallalatnal a problémamegoldas altaldban azt jelenti, hogy a menedzserek elégedetlenek
a vallalat mikodésével, és az altaluk észlelt hianyossagok megsziintetése - a helyzet
megvaltoztatasa - érdekében cselekvésre szanjak el magukat. Ez a megoldast keresd folyamat
a problémamegoldas.

A megoldasok, a cselekvés valtozatok kozotti valasztast dontéshozatalnak nevezziik. A
fontos dontések a problémamegoldo folyamat kozott zajlanak.

Dontés: valasztas a célt megval 6sito alternativ cselekvésd, ill. megoldasi alternativak kozatt.

A megal apozott dontéshez tudnunk kell, hogy "mi van" és"mit akarunk elérni”, valamint azt,
hogy az €el6z6 ismereteket, dontési informaciokat hogyan tudjuk osszevetni és az
Osszevetéshdl az aktualistennivalot levezetni. A dontésnek harom eleme van.

1 atervinformacio az elérni kivant allapotrol
2. atényinformacio ameglévo allapotrol és
3. adontés eljaras (algoritmus).

A dontés eljarastol fiiggoen a dontéseket két csoportra lehet osztani:

1. programozhaté dontésekre, ahol a dontési helyzet gyakran, rutinszerien ismétlodik és
ezért adontés eljarast el5zetesen szabalyokba lehet foglalni és

2. nem-programozhaté dontésekre, ahol a dontési helyzet egyedi és bonyolult, tehat a dontési
eljaras nagyrészt a dontéshozo szubjektiv itéloképességének afliggvénye.

A formalisan leirhat6 dontési szituaciok optimalis megoldasaval a dontéselmélet foglalkozik.

Dontéselmélet : tobb lehetséges cselekvés valtozat kozotti racionalis valasztas elmélete.

A tagabb értelemben vett dontéselmélet a racionalis viselkedés feltételeinek,
megszervezésének és megnyilvanulasanak logikal, matematikai ¢s empirikus vizsgalataval
foglalkozik, a szikebb értelemben vett dontéselmélet a racionalis magatartast és cselekvés
eredményének bizonytalansaga esetén vizsgalja. Rendeltetése olyan modszerek kialakitasa,
amelyek segitségével valamely kvantifikalt feltételekkel, paraméterekkel és kritériumokkal
jellemzett rendszer lehetséges alternativai koziil matematikailag egzakt modon kivalaszthato
az optimalis valtozat.

A dontéshozatalnak két, logikailag egymast kovetd szakasza szokott jelentoséget kapni a
vallalati dontésekben. Az egyik az dternativak elemzése és értékelése - amelyet szokas
dontés-elokészitésnek is nevezni -, amasik pedig maga a valasztas, amely egy vagy tobb cse-
lekvés lehetoség meghatarozasat jelenti. A hierarchikusan felépiildo szervezetek dontés
gyakorlataban gyakori probléma, hogy az elobbi két szakasz élesen elvalik egymastdl, ,
egészen egyszeriien amiatt, hogy a dontéselokészitést masok végzik, mint akik dontenek. Ez



sok kérdést vet fel pl. azért, mert a két szinten az informaciok tobbnyire eltérd értelmezést
kapnak, és ezzel akét fazis kozott un. informacios szakadék keletkezhet.

A dontésekhez sziikséges informaciok ¢és a szervezeti szerep kapcsolata két o
megkozelitésben targyalhato: a szervezeti hierarchia és a funkcionalis munkamegosztas
szempontjabol.

A hierarchiaval kapcsolatban hangsilyozzuk, hogy a vallalat belsd érintettjeinek minden
dontése befolyasolja a vallalat mikodését, természetesen nem egyforman. A leghangsalyosabb
szerep a dontés szempontjabol a kiilonbozo szintd és funkcioji menedzsereké: a vezetoi
funkci6 maga szinte azonosithat6 a dontéshozatallal. A tulgjdonos a hierarchia tetején, a
vallalat stratégiai dontéseinél kap - alegfelsd szinti vezetéssel, egyiitt - fontos szerepet.

Stratégiai dontések: avallalat mikodésének fobb iranyait megszabo, a célokat és eszkozoket
egymashoz rendel 6, hosszabb tava dontések.

A menedzsment mindennapos feladata az iranyitas dontések meghozatala, mig a
munkavallal6 szintjén a magasabb szinten hozott dontések végrehajtasara vonatkozo operativ
dontések sziiletnek.

Iranyitasi dontések : a vallalat mikodését a stratégiai keretel kozott konkrétan szabalyozo
dontések.
Operativ dontések: atevékenységek konkrét végrehajtasarairanyulé dontések.

Ezek informacioigénye is igen nagy, és kiilonosen érzékenyek a pontossagra - itt ugyanis mar
kevés a korrekcios lehetoség, az informacio aapjan azonnal (révid idon beliil) meghatarozott
tevékenységek (tranzakciok) zajlanak le.

1.1.4. Dontési folyamat

A dontés folyamatnal a lehetséges kozelitések foként a vallalat jellegébol, helyzetébol és a
dontéshozok attitadjétdl fiiggenek. Harom alaptipusat kil onboztetjiik meg:

1.A vallalkozéi megkozelités

azokra a szervezetekre jellemzo, amelyeknek meghatarozo szerepldje a tulajdonosi és mene-
dzseri funkciokat jorészt egyszemélyben kézben tartdé maganvallalkozo, az erds vezetd, aki
merész és kockazatos akciokat tud és akar kezdeményezni szervezete javara.

A vallalkozoi kozelitésnek négy o jellemzdje van:

a) A dtratégiat az uj lehetdoségek keresése hatarozza meg. A vallalkozé gondolkodasanak
kozéppontjaban a pozitiv lehetdségek allnak, a lehetséges problémakat masodlagosként
kezeli.

b) A hatalom és a felelosség egyértelmiien a vallalkozo kezében 6sszpontosul, hianyoznak a
formalis eljarasok, nincsenek kinyilvanitott, rogzitett elemei a makodésnek, minden a
vallalkozo rendszerint nagyon is hatarozott (vagy legalabbis annak tiind) elgondolasaitol
fligg.
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c) A vallalkozoi stratégiat a "nagy lépések politikaja' jellemzi, bator szembenézés a
bizonytalansaggal. Az iizletmenetben megvalositott ugrasszerti elorelépésekkel a nagy
nyereség reményében vallaljak ajelentds kockazatot.

d) A stratégia meghatarozoja, kozponti célja a novekedés. A vallalkozoi teljesitménynek az
uzleti vallalkozas novekedése a legegyértelmibb jelzoje, a dontéshozot ez motivalja
elsdsorban. Felmérések sorozata mutatja, hogy a vallalkozot sokkal inkabb egy vallalkozoi
"birodalom" kiépitése érdekli, mintsem a személyes célra felhasznalhaté pénz.

A vallalkozé stratégiaja azt a szemléletet tiikrozi, hogy a kornyezet formalhato, olyan kozeg,
amellyel szembe kell nézni, és amelyet uralni lehet. ez a személet az alapja a dontéshozé ba-
torsaganak. Meg kell jegyezni, hogy ez a kozelités nem minden olyan vallalkozasra jellemzo,
ahol a tulajdonos és menedzser azonos - a kisvallalkozok nagy részére inkabb az adaptiv
kozelités a jellemzo.

2. Az adaptiv megkozelités

azokra a szervezetekre jellemzo, amelyek a dontéshozok felfogasa szerint atlathatatlanul
bonyolult kérnyezetben mikodnek és tartozkodnak a jelentds valtozasoktol.

Az adaptiv kozelités fo jellemzoi a kovetkezok:

a) Nincsenek vilagosan meghatarozott célok, a célrendszert az érintettek alkudozasa alakitja -
hol ez, hol az "nyer" az egyes kérdésekben. A vallalat ezért célok sorozatat koveti, nem to-
rodve azzal sem, hogy ebben a magatartasban inkonzisztenciak vannak. Természetesen
sz6 sem lehet semmiféle cél szerinti maximalizalasrol (sem profit, sem novekedés, sem
mas) - a problémak kielégitdo megoldasait keresik.

b) Az adaptiv stratégiak a "reaktiv megoldasok” (reagalasok) jellemzik a "proaktiv"
lehetoségekkel (a "kezdeményezéssal") szemben, azaz a jelentkezd kihivasokra adando
valaszokat (az adodo problémak megoldasat) keresik az uj lehetdségek felkutatasa helyett.

c) Az adaptiv vallalati stratégiat a kis Iépések politikaja jellemzi. A bonyolult kérnyezetben
igen nagy salyt helyeznek a visszacsatolasra, arra torekszenek, hogy ujabb és wjabb
dontéseikkel a korabbi biztonsagos magatartassal elért viszonylag stabil helyzetiiktol ne
tavolodjanak € talsigosan. Ugyelnek arra, hogy a visszacsatolasok révén lépéseik
konnyen korrigalhatok 1egyenek.

d) A stratégiat az 6ssze nem kapcsolodo dontések jellemzik. A sokréta kilatasokra adott
sokféle valasz nem kapcsolodik 6ssze, a dontéshozok nem is képesek ezeket egymassal
osszhangba hozni. A sorozatos dontések igy egymastol tobbé-kevéshé fiiggetleniil
sziiletnek, kevés figyelmet forditanak a koordinaciora.

3. A tervezéi megkozelités

azon a feltételezésen aapul, hogy a dontéshozoknak vannak jol koriilhatarolhato céljai,
amelyeket csak akkor érhetnek el, ha aktivan befolyasoljak az eseményeket. A tervezés a
dontéshozo klasszikus kozgazdasagi megkozelités szerinti racionalis magatartasat feltételezi:
mérhetd célok pontos megfogalmazasat ¢és az ezek elérése érdekében torténd tudatos
cselekvések sorozatat.
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A tervezoi stratégiafo jellemzoit az alabbiakban foglalhatjuk 6ssze:

a) A tervezoi stratégia kulcsszereploje az elemzo, akinek a felsdvezetd kozvetlen
munkatarsaként jelentos feleldssége van dontéselokészitési folyamatban. Az & szerepe,
hogy ismerje és alkalmazza a tervezéshez sziikséges modszertani eljarasokat.

b) A tervezés a rendszerszemléleti elemzésre épiil, kiillonosképpen a versenyzd javaslatok,
dontés alternativak koltség-hasznon elemzésére. A formalis tervezés az uj aternativak
keresését és a problémamegoldast egyarant magaban foglalja, ¢és lényege a szisztematikus
modszertan alkalmazasa. Ez segit a felmeriilo kérdések, osszefiiggések strukturalasaban,
ami olyan lehetoségekre (pozitivakra és negativakra egyarant) ramutathat, amelyek ezen
elemzések nélkiil nem keriiltek volnafelszinre.

c) A tervezdoi megkozelités legfobb jellemzoje a stratégia és a vele kapcsolatos dontések
integracioja, acélok és eszkozok egymashoz rendelése, a pontosan meghatarozott célok és
akorlatozott eroforrasok kozotti 6sszhang megteremtése.

A dontés folyamat - tervezoi megkozelitésben - Iényegében tervezési folyamat, amelynek
soran a vallalat részletesen elemzi jelenlegi helyzetét, meghatarozza a jévore vonatkozo,
elképzelésait, aspiracioit, céljait, attekinti ezek megvalositas modjait és kivalasztja koziilik
azt, amelyet kovetni fog.

Ez tiszta formajaban egy klasszikus racionalis dontési sémaba foglalhat6 algoritmus (1.abra.):

A dontési probléma felismer ése

Helyzetfelmér és és elemzés

A célrendszer feltarasa
és elemzése

Kovetelmények Kivanalmak
(korlatok) meghatarozasa megfogalmazasa

A dontés alternativak
meghatar ozasa

Az alternativak
értékelése
|

Dontés

M egval ésitas és
ellendrzés

1. abra.

1.1.5. Attekinté kérdések
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- Mik tekinthetok egy szervezet alapvets céljainak és mik ajellemzojiik ?

- Mi jellemzi avallalati formalis stratégiat ?

- Ismertesse adontéshozatal folymatat és adontési szinteket !

- Ismertesse adontés folyamat alaptipusait !

- Mit értiink azalatt, hogy a dontési folyamat tervezés folyamatként foghato fel ?

1.2. A dontéselokészités modszere

Mint az e€l6z0 feezetben bemutattuk, a gazdasagi problémak megoldasakor a vezetés,
szervezés kérdésel egyre inkabb elotérbe keriilnek. A feladatok bonyolultsaga, komplexitasa
uj eljarasok, modszerek akalmazasat igényli. Kiillonosen igaz ez a "tervezoi megkozelités'
modszertani kérdéseinél.

[lyen 4] metodus a dontésel okészités folyamataban az oper aciokutatas.

1.2.1. Az operaciodkutatas fogalma

Az operaciokutatas 1940 ota ismeretes. Bar a technika fejlodés, a termelési folyamatok
szervezése mar korabban is igényelte a matematikai eszkozok felhasznalasat, - amelyekben
fellelhetok az operaciokutatas sgjatossagal - tudatos alkalmazasara a Il vilaghabora folyaman
keriilt sor. Elsdsorban katonai célokra hasznaltak. A masodik vilaghabora utan eloszor a
hadseregben, majd a gazdasagi ¢letben is teljes polgarjogot nyert. Tobb meghatarozas ismert a
fogalmara.

Az operaciokutatas nem kiilon tudomanyag, hanem tudomanyos magatartas a szervezés,
gazdasagi, miszaki jelenségekkel szemben.

A miaszaki, gazdasagi ¢és szervezés folyamatok, jelenségek vizsgalatat jelentdsen
megkonnyithetjiik, ha a rendelkezésiinkre allé - sokszor igen nagyszamu - alapadatokat az
ismert matematikal eszk6zok felhasznalasaval rendszerbe foglaljuk és kezelhetové tessziik.

Az operaciokutatasra elsdsorban az jellemzd, hogy tudomanyos eszkozoket, modszereket,
valamint korszert technikat alkalmaz. Elsoként a matematikat kell megemliteni, amely az
operaciokutatas leghatékonyabb tudomanyos eszkéze. Fontos szerepet jatszik még a
matematikai statisztika és szamitastechnika.

Az adott folyamat, jelenség szempontjabol aapvetdo cél a lehetd legjobb megoldas
kivalasztasa, tehat valamilyen optimum elérése. Az ipari, gazdasagi szervezetek szovevényes
voltamiatt ezt a célt csak tudomanyos alapokon fekvo modszerekkel |ehet biztositani.

Az operaciokutatas jellegzetessége, hogy mindig egy jol koriilhatarolhato teljes rendszerre
vonatkozik. Ilyen aapon,, a legkiilonbozdbb ipari, kozeledés, igazgatasi stb. rendszerekre
alkalmazhato.

Az operaciokutatas definicioja : Az operaciokutatas tudomanyos eszkozokkel, technikaval,
modszerekkel vizsgalja valamely rendszer mikodésével kapcsolatos problémakat abbol a
célbol, hogy az optimalis megoldast meghatar ozza.

Tehat a dontések meghozatalahoz ad igen nagy segitséget az operaciokutatas soran
kidolgozott elképzelés. Innen szarmazik az a megfogalmazas, hogy az operaciokutatas a
dontések elokészitésének tudomanya.
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Optimalis dontés fogalma: a szervezet vagy rendszer egésze szempontjabol a legjobb
megoldas.

Szuboptimum fogalma : egy vagy tobb rész szempontjabol alegjobb megoldas.

Osszefoglalasul megallapithatd, hogy az operaciokutatas valamely rendszer vagy folyamat
mélyrehato vizsgal ata.
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jellegzetességei:

- tudomanyos modszerek felhasznalasa

- modern matematikal eszkozok alkalmazasa
- optimalis megoldasravalo torekvés

- dontéselokészités funkcio

- team munka.

Az operaciokutatas - mivel szamos matematikal, statisztikai, szamitastechnikai eljarast
hasznosit - igényli az egységes szemléletmodot.

A megoldando feladat minél tobb oldalrol torténd megvilagitasa és az egységes szemlélet
érdekében az operaciokutatast mint tevékenységet szakemberek csoportja, "team”-je végzi. A
team osszetétel ét mindig a megoldando feladat hatarozza meg. fontos, hogy a kollektiva tagjai
specialis szakteriiletikon  talmenden altalanossagban tajékozottak legyenek a tobbi
részteriileten is, hogy a kozés munka a feladatmegol das soran biztositott legyen.

1.2.2. Az operacidkutatas modelljei

1.2.2.1. A modell fogalma

A gazdasagi, szervezés jelenségek pontos tanulmanyozasanal a valosagon nem végezhetiink
kisérleteket (vagy csak igen ritkan) mert koltségesek, vagy hosszantartoak és igy a kisérlet
eredményét mar nem lehet hasznositani.

A kisérletezés modszertana sem ismeretes tgy, mint pl. a fizikaban. A kisérlet visszaallitasa,
megismétiése sokszor lehetetlen. Pl. utasforgalom, jarmtaforgalom visszaillitasa egy adott
idopontra vonatkozoan.

Ezért az operaciokutatas soran modelleket hasznalunk.

Az operaciokutatas modell az egyes folyamatoknak a matematika nyelvén torténd
egyszeribb és attekinthetobb megjelenitése, leképzése, hogy a dontések elokészitése
érdekében a sziikséges vizsgalatok elemzések az eredeti folyamatban valé beavatkozas
nélkiil elvégezhetok legyenek.

A modellkészités soran az objektiv valosag tudatos egyszerisitése sziikséges, a lényeges
elemek meghagyasaval. A modell - bar egyszeribb mint a valésag - annak minden fontos
elemével, az elemek kozti 6sszefiiggésekkel rendelkezik.

Az igy megalkotott modell - mint az objektiv valosaig megjelenitése - alkalmas arra, hogy az
egyes elemek valtoztatasaival meghatarozhassuk a tobbi elemre, ill. az egész folyamatra
kivaltott hatast. Vagyis az igy megalkotott modell alkalmas a kisérletezésre.

1.2.2.2. A modellek csoportositasa

A modell és az objektiv valosag kozotti kapesolat szempontjabol beszélhetiink képszeri (pl.
makett), analég (egy rendszer tulgdonsagait masként mikodo rendszer imitalja) és
szimbolikus modellekrdl.

Az operaciokutatas soran altalaban szimbolikus modelleket hasznalunk. A szimbolikus
modellek a vizsgalt folyamat egyes tényezéit és koztik levé kapcsolatokat matematikai
szimbolumokkal, fiiggvényekkel fejezik ki.

Alapvetéen az alabbi harom modellfgjtat kiilonboztetjiik meg:
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- formalis vagy determisztikus modellek,
- valoszinliségi vagy sztochasztikus modellek,
- stratégikus modellek

A formalis modellekben a valtozok kozott funkcionalis, egzakt osszefiiggések vannak,
valamennyi paramétere konkrét érték.

A valésziniiségi modellek valtozoinak, paramétereinek értékét csak bizonyos val 6sziniséggel
adjuk meg, ezeket valosziniségi valtozoknak nevezziik.

A stratégiai modellek valtozoinak valoszinisége nem tisztazott, legfeljebb felvehetd
értékeinek tartomanyaismert.

A modellek érvényességi idgjét tekintve vannak
- statikus modellek
- dinamikus modellek.

A modell statikus, ha az a valésagot egy adott idopontban tiikr6zi, a modell dinamikus, ha a

valosagot nemcsak egy adott idopontra vonatkozoan tiikrozi, hanem hosszabb idoszakra is

érvényes.

Az operaciokutatas fobb modellcsoportjai:

- elosztas (alokacios) illetve hozzarendeléss modellek, ezek lehetnek linearis és nem
linearis programozassal megoldhaté modellek,

- kombinatorikus modellek (kérutazasi probléma),

- grafelméleten alapul6 modellek (halotervezési modell),

afentiek a determinisztikus, statikus modellek korébe tartoznak.

- sorbaallas modellek,

- készletmodellek,

- potlasi modellek,

- szimulacioés model lek,

amelyek a sztochasztikus és dinamikus modellek k6zé sorolhatok.

A fenti csoportositas csak altalaban igaz, mert az egyes csoportokba tartozo modellek |ehetnek
olyan jellegiiek, ami miatt a masik csoportba keriilhetnek. Pl. a potlas, készletezés modellek
lehetnek determinisztikusak, a grafelméleten alapulé modellek lehetnek sztochasztikus

jellegiiek.

Az elosztasi modellek valamely elosztas optimalis megval ositasat oldjak meg. Alkalmazhato,
ha van egy cél, amelyet optimalizalni akarunk és ezt linearis (vagy nem linearis) egyenletekkel
lehet kifejezni.

A korutazas modell tobb helység optimalis végigjarasi sorrendjét hatarozza meg, oly modon,
hogy minden helység csak egyszer érintheto ésvissza kell térni akiindulasi helységbe.

A halotervezési modell a gazdasagi élet teriiletén technologiai, szervezésel és kivitelezés-
tervezés feladatok optimalizalasara alkalmas, ahol a folyamatok elemeinek megfeleld sorba
rendezése és parhuzamositasa utan meghatarozhato a kritikus ut, és lehetdség van az adott
folyamat meggyorsitasara.
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valosziniségi eloszlasait hasznaljak fel abbol a célbol, hogy egy kiszolgalo rendszerben -
amely lehet egy vagy tobb csatornas - meghatarozzak a varakozo sor hosszat a varakozasi idot.

A készletezés modellek a sorozatgyartas és készletnagysag optimalizalasara alkamasak.
(Mikor kell rendelni, megrendelendd mennyiség, raktarozas koltség alakulasa stb.).

A pétlas modellek az elhasznalodott termeldeszkozok potlasanak optimalizalasat oldjak
meg. Mikor kell egy eszkozt a minimalis koltség érdekében egy ujjal helyettesiteni ill.
felujitani.

A szimulaciés modellek. A szimulacio olyan matematikai modell, mely dinamikus
problémak numerikus kezelésére alkalmas.A szimulacios modellek legnagyobb elonye azok
flexibilitasaban rejlik. A modellkészitésének alapelve abban all, hogy a modellezni kivant
rendszer idobeni mikodését egy algoritmussal leirjuk.A modellel elemezni tudjuk a valtoz-
tatasok hatasait, vagyis a rendszer varhat6 viselkedését. Tehat olyan informaciok birtokaba
jutunk, amelyekkel ~meglapozottabba, biztonsagosabba, eredményesebbé tehetdo a
dontésel okészités.

Jelen jegyzet azokkal a modellekkel foglalkozik a fentiek koziil, amelyek a kozeledés -
elsdsorban a vasiti kozlekedés teriiletén - aleggyakrabban felhasznalhatok.

Osszefoglalasul  megallapithato, hogy a modell az objektiv valésag bizonyos
egyszertsitésekkel |étrehozott tiikorképe.

Az operaciokutatas modelljeit szimbolikus modellek alkotjak. ezek a modellek a benniik levo
valtozok jellege szerint lehetnek sztochasztikusak vagy deter minisztikusak.

Vaamennyi modell valamilyen optimum kritérium elérését thzi ki célul.

1.2.3. Az operaciokutatas moédszere

1.2.3.1. Az oper aciokutatas szakaszai

Az operaciokutatas a feladatok megoldasanal a kovetkezo f6 szakaszokra bonthato:

- az operaciokutatas tervezése

- a probléma megfogal mazasa

- amatematikai modell megszerkesztése (megalkotasa)

- amatematikal modell megoldasa, (szamitasok elvégzése)

- amodell és megoldas ellendrzése

- amegoldas gyakorlati megvalositasa.

Az operaciokutatas tervezése soran arra kell legfoképpen figyelni, hogy a feladat ne legyen
elszigetelt (izolalt), az sszefiiggésekbol, kapcsolatokbol kiragadott, illeszkedjen a rendszer
egészéhez.

A probléma megfogalmazasa két részre bonthato:

Elsd a feladat meghatarozasa, amely elsdsorban a vezetés feladata és mintegy a téma elsd
megkozelitése értelmezendd.

A masodik, a probléma preciz, definicioszera leirasa, amely mar magaba foglalja az objektiv
valosag bizonyos egyszeriisitéseit. Enélkiil ugyanis a vizsgalt teriilet tulsagosan bonyolultta
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valna és a meglevd operaciokutatasi "modell-készlet" kevésnek bizonyulna a feladat
megoldasahoz.

A matematikai modell megalkotasa.

Lehet6ség szerint mar kidolgozott és a gyakorlatban kiprobalt és bevalt matematikai modell
megszerkesztésére kell torekedni. Természetesen tudni kell a hatart, hogy meddig lehet egy
modellt alkalmazni, ugyanis a célt - a gyakorlati helyes alkalmazast - mindvégig szem elott
kell tartani.

Két alapveto kovetelményt tamasztunk a matematikai modell megalkotasakor:
- A modell minél hivebben képezze le avalosagot,
- A modell szamitastechnikailag kezelheto legyen.

A két feltétel tobbnyire ellentmond egymasnak, de a modszerek fejlodésével - a szamitogép
alkalmazasaval - egyre inkabb lehetové valik a két kovetelmény egyideja kielégitése.
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A matematikai modell megoldasa.

A matematikai modellek megoldasa soran - ha kiprobalt modellt alkalmazunk - a sziikséges
szamitas eljarasismertnek tekintheto.

Ezek |ehetnek:

- képletszerti megoldasok (masodfoka egyenlet)

- véges szamitas eljarasok (szimplex modszer)

- kozelitdo modszerek (iteracios eljarasok)

- heurisztikus modszerek

- szimulacios eljarasok (modellel végrehajtott kisérletek).

Az operaciokutatasi modellek szamitas eljarasaira jellemzo a szamolasigényesség. Egyrészt
az adatok nagy szama, masrészt a megoldasi algoritmusbol adodo sok 1épés eredményezi ezt.
Ezért sok esetben elektronikus szamitogép igénybevétele elkeriilhetetlen. Ebben az esetben a
megoldasi eljaras szamitogépes programjanak elkészitése és a meghatarozott paraméterek
szamitogépbe-vitele utan elmarad a manualis szamitasi munka. A megoldas nagysagrendekkel
hamarabb elkésziil, mint manualis uton.

A modell és megoldas ellenér zése.

Célszert és sziikséges a gyakorlati bevezetés eldtt mind a modellt mind a kapott eredményt
ellendrizni és elemezni. Ennek modszere lehet: a korabbi idoszak tényleges adatait és
eredményeit hasonlitjuk a modell megoldasakor kapottakkal, fiktiv adatokkal végezziik e a
szamitast.

Mindkét esetben a helyes kovetkeztetések levonasa aapjan lehet donteni a modell
megbizhatosagarol. Amennyiben 1) rendszer kialakitasa a feladat és nem allnak rendelkezésre
gyakorlati tapasztalatok, a paraméterek valtoztatasaval kell avizsgalatot elvégezni.

A megoldas gyakorlati megval 6sitasa

A modell és a megoldas ellendrzése soran a feladatot végzo team-nek megnyugtaté moédon

meg kell gydzodnie a modszer helyességérol, ugyanis a feladatok legtobbjénél nem lehet a

gyakorlatban "kisérletezni" és esetleges negativ tapasztalatok birtokaban Gj megoldast keresni.

A bevezetés soran 3 [épést |ehet megkiil 6nboztetni:

- az atmeneti idoszak feladatai

- az atallas utani feladatok

- a bevezetett megoldas folyamatos kontrollja és az esetleges kisebb korrekciok
végrehajtasa, ami a menetkozbeni valtozasok kovetkezménye.

Megjegyezziik: a bevezetés mar nem szorosan vett operaciokutatas 1épés.
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1.2.3.2. A modell-alkotas feltétele

A modell-alkotasi szakasz az operaciokutatas egyik legfontosabb Iépése. E szakasz
értelmezéséhez le kell szogezni az alabbi fogal makat:

A probléma megoldasa elott valamilyen elérendd célt tiizank ki magunknak. Cél aatt a
kovetkezoket értjiik:

Célnak nevezziik az adott esetnek megfelelden, amit el kell érniink, tal kell 1épniink, vagy
nem szabad tallépniink. Megjegyzendd, hogy egyszerre tobb célunk is lehet.

Korlatozo feltételeknek nevezziik - az esetnek megfeleloen - a korlatokat, amelyeknek
alakitasa hatalmunkban all vagy nem.

A célokat és korlatozo feltételeket egyiitt matematikai korlatozo feltételeknek nevezziik.

A célfiiggvény viszont az optimalizalando fiiggvény, amely kifejezi azt az értéket, amelyet a
szervezetnek vagy miveletnek tulg donitunk.

Mindig csak egyetlen célfiiggvényiink van.

Megjegyzendd, hogy bizonyos feladatokban a célfiiggvény lehet valamely cél, amely ebben az
esetben az egyetlen cél, a kovetelménzek akotjak a korlatozo feltételeket. Pl. cél a nyereség,
igy a célfiiggvény a maximalis nyereség, atobbi kovetelmény csak korlatozo feltétel.

Tehat leszogezhetjitk: valamely szervezési problémaban lehet tobb cél, de csak egyetlen
optimalizalando célfiiggvény.

Megjegyezziik, hogy nem minden esetben lehet az egész szervezetre kiterjeddo modellt
felépiteni, igy tobbnyire a tevékenységek csak egy részét optimalizaljuk. Ebben az esetben
szuboptimalasrol beszéliink.

1.2.4. Attekintd kérdések

- Mi amodell jelentosége a dontés elokészités folyamatban ?

- Miért nevezik az operaciokutatast a dontéselokészités tudomanyanak ?

- Mik az optimalis dontéshozatal feltételei ?

- Milyen modellekkel dolgozik az operaciokutatas ?

- A dontéselokészités folyamatban mik az operaciokutatas legfontosabb szakaszai és
miért?
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2. Linearis programozas

A programozasi feladatok nagy része a korlatozottan rendelkezésre allo eroforrasok
gazdasagos (hatékony) felhasznalasat oldja meg valamilyen kitizott cél elérése érdekében.

A linearis programozas feltételi egyenletrendszere, valamint célfiiggvénye elsdfoku, tehat
linearis egyenletekkel keriil megfogalmazasra.

Vagyis a linearis programozas egy linearis tobbvaltozos fiiggvény szélsd értékének
megkeresését jelenti. Szokasos elnevezése még: linearis optimum szamitas.

A linearis programozas a szervezési, gazdasagi jelenségek matematikai modelljel kozott
fontos helyet foglal e, mert viszonylag egyszera: egyrészt a feltételi egyenletek és a
célfiiggvény leirasa, masrészt a megoldasa. Sok esetben pedig ismereteink nem elegendoek,
hogy bonyolultabb 6sszefiiggéseket meg tudjunk oldani.

A linearis programozasi feladatokat két al aptipusba sorol hatjuk:

a) maximum feladat
b) minimum feladat.

A maximum feladatokban a célfiiggvény, "K" maximumat keressiik, a minimumfeladatban
"K" minimumat. A célfiiggvény linearis, amely tartalmaz bizonyos szamu valtozot, amelyek
értéke nem negativ, vagyis pozitiv vagy nulla. A valtozokat egymastol fiiggetlen linearis
osszefiiggések kapcsoljak ossze egyenletek vagy egyenlotlenségek formajaban. Ezek az
egyenletek a matematikai korlatozo feltételek.

Altalanossagban a kovetkezoképpen irjuk le amodellt:

Legyen n nem negativ valtozonk, vagyis X,, X,,... X, ahol

X, 20 x,%0,...x,2%0

Ezekbol képezheto m linearis egyenlet, vagyis a valtozok kielégitenek m linearis egyenl etet.
Ezeket korlatozo feltételeknek nevezziik:

Xy T apX, t tayX Lty X, = b,
AyX; HapX,t. Xt A, X = b,
1

a X, ta X+ +a X +K+a X, = b

I
Xy X, o Fa Xt A, X = by

ahol a; [D=12..m; j= 1,2...ngés b, 92 1,2...m! val s szamok,

ezekre vonatkozoan semmilyen kiilonleges kikotéssel nem éliink.

A feladat célfiiggvénye (maximum, vagy minimum):

K =X, +C,X,+...+C X +... +C X,

ahol ¢, I9=1,2... n{ egyiitthatok val6s szamok, ezekre szintén semmiféle kikstéssel nem éliink.
A tomorség érdekében, ezeket az osszefiiggéseket a kovetkezoképpen feezziik ki

1. §aﬁ ;=b aholi=12..m
p
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Il. K=Scx, max!vagy min! afeladattol fiiggoen.
=1
A feladatot felirhatjuk matrixalgebrai jeloléssel is:
X

A linearis programozasi feladat megoldasakor x; 2 0 érétkeket kell megkeresni, amelyeket az
|. korlatoz. igy kapjuk meg all. "K" fiiggvény optimumat.

Bizonyos feladatokban nem egyenldségek, hanem egyenldtlenségek szerepelnek. Ezeket
mindig visszavezethetjiik egyenl 6ségekre.

Az egyenlotlenség korlatozo feltétele:

1. Sax, £ b,
j=1
escélfuggvénye: K = Sc;x; ® max! vagy min!
j=1

Vezessiink be m ) valtozot, amelyeket maradékvaltozonak neveziink a kovetkezo értékekkel:
Xpay X X.+me AMElyek szintén nem negativak, ugy hogy a kovetkezod
egyenl 6ségeket kapjuk:

n+2¢ e

a X, Fa,X,+...ta, X, X, = b
Ay Xy FApX, T F A, X, F X, =D,
1

amlxl + am2X2 +... +aman + Xn+m = b

m

Ha az egyenlatlenség ellenkezo értelmii, negativ jelet irunk a maradékvaltozok elé, de azért
minden esetben nem negativnak tekintjiik oket. Ha egyenletek és egyenlotlenségek is
szerepelnek a modellben, a szilkséges szamu maradékvaltozot vezetjiik be.
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Ha N valtozonk és M korlatozo feltételiink van, akkor aK fiiggvény minden maximumot
(vagy minimumot) ad6 megoldasa megfelel a pozitiv ortans Qj 3 ol és akorlatozo feltételek

alkotta hipersikok metszése alkotta konvex poliéder egyik csacsanak.

Ez a megallapitas akkor szabatos, ha a maximumot vagy minimumot egyetlen pontban értjiik
el. Olyan esetek is elofordulhatnak, amelyeknél a megoldas nem egyetlen csics, hanem él
vagy egy lap minden pontja. Ezek a degeneralt esetek. Azonban ekkor is van a konvex
poliédernek optimalis csicsa (csacsal).

Tehat minden megoldas megfelel a kovetkezo sziikséges feltételnek:
Legalabb p =N - M zérussal egyenlo valtozo kell tartalmaznia.
Ha a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk:

N=n+m ésM =m, akkor ezt afeltételt ugy is fogalmazhatjuk, a megoldasnak legalabb m
pozitiv valtozot kell tartalmaznia, mig atobbi zérussal egyenlo.
Hatarozzuk meg a megoldas fogalmat. Ez négy féle lehet:

a) Megoldas: n+ molyan x; érték egyiittese, amely kielégiti a

S a,x, = egyenletrendszert.
j=1

b) Lehetséges megoldas: n + m olyan x;3 0 érték egyiittese, amely kielégiti az €l6z5
egyenletrendszert.

c) Bazismegoldas: m olyan x; érték Q’o’ Os és n olyan X, értéij =ol egylittese, amely
kielégiti az elébbi egyenletrendszert, ha az m szamu X, egyiitthatoibol alkotott m szamu
oszlopvektor linearisan fiiggetlen.

d) Optimalis bazismegoldas: olyan bazismegoldas, amely a
K =S c;x; max! vagy min! feltételnek megfelel.
j=1

2.1. Szimplex médszer

A szimplex modszert 1947-ben Dantzig dolgozat ki. Mivel a bazismegoldasok szama igen
nagy lehet, széba se johet valamennyi bazismegoldas kiszamitasa.

Dantzig modszerének az elve a kovetkezo:

Valasztunk egy bazismegoldast, majd attériink egy szomszédos bazismegoldasra, torekedve
arra, hogy a célfiiggvény értékét noveljiik, ha annak maximumat keressiik, és csokkentsiik, ha
a minimumat keressiik. Addig folytatjuk ezt a miveletet, amig a célfiiggvény értékét tovabb
mar nem tudjuk novelni vagy csokkenteni. Ez esetben elértiik az optimumot.

A megoldasokat konkrét példakon keresztiil mutatjuk be.
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2.1.1. Maximum feladat

2.1.1.1. Nor mal feladat

Adott harom eroforras, amelyeknek ismert a kapacitasuk. Kétféle terméket allitanak elg,
amelyeknek ismert a tiszta hozamuk (nyereségiik), valamint adottak a technikai koefficiensek,
amelyek pl. lehetnek az egyes termékek megmunkalasihoz sziikséges Ft, ora, stb. érték,
termékegységenkeént.

Tablazatos formaban egy konkrét feladat az alabbi:

2.1. tablazat

Erdforras Technikai koefficiens| Kapacitas

(6/db)

1. termék 2. termék (0)
A 6 4 96
B 4 2 60
C 0 6 48
Nyereség
(Ft/db) 7 4

Feltétel ezziik, hogy az elsd termékbdl x,, amasodik termekbdl x,
darabot fognak elkésziteni. Ezek a valtozok egyelore ismeretlenek, amelyekrdl tudjuk, hogy
nem negativak:

X2 0
X,30
Korlatozo feltételek:
6x, +4X, £ 96
4x, +2x, £ 60
6x, £ 48
A célfiggvény:
K =7x,+4x, ® max!
A szimplex modszer alkalmazasanal keresiink egy megoldast ¢és azt tovabb javitjuk. A
szimplex modszernél az egyes termékeket nem egyszerre, hanem egyenként, fokozatosan
vonjuk be a programba. A fokozatos programozas soran az eredmény mindig jobb lesz és
sosem kapunk olyan megoldast, ami mar az el6zoekben szerepelt.
Tehat:
a) szélso értéket kapunk, ha afeladatnak van megoldasa,
b) olyan szimplex tablazatot kapunk, amelybdl megtudjuk, hogy a feladatnak nincs
megoldasa,
c) amegoldasleképezhets térben (nem feltétleniil 3 dimenzios tér).
Olyan domboru soklap élein haladunk, amelynek véges szamu csacspontja van.
Kiindulunk abbol a csacspontbol, amely a 0 vektorral jellemezheto, majd tovabb haladunk
az optimum felé.

A lépések ismétlésével eljutunk:
a) aszélso értéket ado csacsba,
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b) olyan csacsba, amelybol mar kovetkezik, hogy a feladatnak nincs megoldasa, nincs szélso
értéke.

A fel nem hasznalt eroforrasértékekre bevezetjiik a kiegyenlito valtozokat, (jelolésik
u, U,, U, sth.) Az x,, X, stb. aprimal valtozok.

A programozas kezdetekor a primal valtozok értéke 0, a kiegyenlitd valtozok egyenldek a
kapacitasokkal.

X, =0

X, =0

u, =96

u, =60

u, =48
Ebben az esetben K értéke = 0. Ez a kiindul6 1épés. Ezt tablazatba foglaljuk, amit szimplex
tablazatnak neveziink.

2.2. tablazat
X, X,
u, 6 4 96
u, 4 2 60
U, 0 6 48
-K 7 4 0

A szimplex tablazatoknak 3 kozos tulgjdonsaga van.

1) Az elsd oszlopban levo valtozok értékét mindig az utolsoé oszlopban talaljuk meg. (Ezek
az un. programvaltozok.)

2) Az elsd sorban feltiintetett valtozok értéke zérus. (Ezek az un. szabadvaltozok.)

3) A jobb alsé sarokbol mindig kiolvashato a célfiiggvény érteke.
(Szamitastechnikai okokbol a-1-szerese.)

Az elsddleges valtozok ¢és a kiegyenlitd valtozok, valamint a kapacitasok kozott fennall a
kovetkezod osszefiiggés:

u, + 6x, +4x, =96

u, +4x, +2x, =60

u, +0.x, +6x, =48
A célfiiggvény: K = 7x, +4x,, ebbdl:

-K+7x,+4x,=0

A szimplex tablazatban tulajdonképpen afenti egyenletrendszer talalhato.

A program javitasa soran eloszor az egyik terméket vonjuk be a gyartasba. Ezzel javul a
program, mert mindkét terméknél a tiszta hozam pozitiv. Azt a terméket vonjuk be a
programban, amelyiknek nagyobb a hozama, mégpedig az egy termékegységre jutd hozama.
Tehat eloszor az elsd terméket. A bevont termékbol a lehetd legnagyobb mennyiséget
programozzuk. Ezt az eroforrasok kapacitasa korlatozza.
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Az A eroforras miatt maximalisan 9_66 =16 egységet,

A B edforras miatt maximalisan % =15egységet,

Az elsd termek gyartasa a C erdforrast nem igényli.

Mivel aB eroforrasra vonatkozo érték alegkisebb, B jelenti a szik keresztmetszetet.
Az uj program elsodleges valtozoinak értéke:
X, =15
X, =0
A technikal egyiitthatok segitségével kiszamolhatjuk, hogy hany egység sziikséges az egyes
eroforrasokbol:
6x, ® 6X45=90

4%, ® 4X5=60
0x,® 045= 0

Az erdforrasokbol marado rész, tehat a kiegyenlitd valtozok igy alakulnak:
u, =96- 6X45= 6

u, =60- 445= 0
u,=48-0 =48
a célfiiggvény értéke pedig:

K=7X5+4>x0=105
ajavitott program értékei:

u=6 u,=0 K=105
X, =15 x,=0
u, =48
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Tablazatban: 2..3. tiblazat

u2 X2
u, 6
X, 15
U, 48
-K -105

Tehat aszimplex tablazat 3 tulgjdonsaga alapjan

Y, az elsd oszlop valtozoinak értékel az utolsd oszlopban,

Y, az elsd sor valtozoinak értéke =0

¥ ajobb alsd sarokban van a célfiiggvény-1-szerese.

A tablazat valamennyi uj értékének eldallitasahoz vezessiik végig az atalakitast, hogy a
modszer 1ényegét jobban megvilagithassuk.

A programba bevont valtozok szama nem valtozott, csak két valtozo helyet cserélt. Ez a két
valtozé X, €s u,.

Az egyik tablazatrol a masikra valo attérésnél mindig két valtozo helycseréjét végezziik el.
Ezzel természetesen egyiitt jar a valtozok értékének megvaltozasa.

A cserét ugy jellemezhetjiik, hogy megnevezziik a szimplex tablazat azon elemét, amely a
helyet cseréld valtozoknak sorabaill. oszlopaba esik.

Ez az elem a generalo elem.

Az uj programvaltozo értéke az
u, +4x, +2x, = 60 dsszefiiggéshol
1 1
X, =15- EXZ - Zuz
Ezt helyettesitsiik be atobbi egyenl 6ségbe:

1 1
u, + o\ Ih- EXZ_ Zuz 4x, =96

u3+0h- %xz - %uszX2 =48
1 1
' K”EP' 2% z“sz(“xz -0

Atalakitas utan az egyenletek megfelels sorrendbe irasaval:
3
u, - 2 u,+X,=6
1 1
X1+Z u, +EX2 =15
u,+0u, +6x, =48
-K- Zu2+£x2 =-105
4 2
Az egyiitthatokat beirhatjuk az uj tablazatba:
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2.4. tablazat

u2 X2

u, 3 1 6
2

X, 1 1| 15
4 2

U, 0 6 48

-K 7 1]-105
4 2

Ezzel |étrehoztuk az uj szimplex tablazatot.

A tablazat belsgében talalhatdé egyiitthatok az uj programnak megfeleld technologial
egyiitthatok, amelyeknek éppen ugy lehet gazdasagi értelmiik, mint az eredeti technologiai
egytthatoknak.

A nyereség soraban 1évo elsd két szamadat pedig az uj programra vonatkozé hatékonysagi
egyiitthatoként értelmezheto. Ennek megfelelen az .—ht')z tartozo oszlop a kovetkezo
felvilagositast adja. Ha a 2. termékbdl egy egységet kivannank termelni, akkor az 1. termékbol
0,5 egységgel csokkenteni kellene a termelést, az igy felszabadulo erdforras (kapacitas)
mennyiséget azonban az A erdforrasbol még 1 egységgel, a C-bdl valtozatlanul 6 egységgel Ki
kell egésziteni, s mindez 0,5 pénzegységgel novelné atiszta hozamot (nyereséget). Az .-héz
tartoz6 oszlop értelmezése: ha a B eroforrashol - amit a tablazat szerint teljes egészében
felhasznaltunk - fel akarnank szabaditani egy egységet, akkor 0,25 egységgel kellene az 1.
termék termelését csokkenteni, amibdl kovetkezne, hogy az A kapacitasbol 1,5 egység szintén
feszabadulna, illetve a hozam kisebb lenne 7/4 pénzegységgel .

A tablazat elemzésebol tehat ugy tanik, hogy az x, valtézé programba vonasaval tovabb |ehet
novelni a hozamot.

A kérdés az, hogy x,-t melyik programvaltozoval cseréljiik ki, vagyis mi legyen a generalo
elem (folytatas a 2.7. tablazatnal).

A tablazat atalakitasakor nem kell mindig felirni és rendezni az egyenleteket, ezek nélkiil is
kialakithaté az 1) szimplex tabla. A Iépéseket az alabbiak szerint a 2.5-2.7. tablazatban
mutatjuk be.
Eloszor mindig generalé elemet kell valasztani! Ezzel kapcsolatban harom feltételnek kell
eleget tenni:

1) A general6é elem csak olyan oszlopban lehet, amelynek az utolsd elem pozitiv (a kivitelre
még visszatériink).

2) A generalo elem csak pozitiv |ehet.

3) Abban az oszlopban, amelyben ki akarjuk jeldIni a generalé elemet, megjeloljiik a pozitiv
techniologiai egyiitthatokat. Az utolso oszlop megfeleld elemét elosztjuk ezekkel akijelolt
egyiitthatokkal és az igy kapott hanyadosok koziil alegkisebb lesz a generalo elem.

(A general6 elem nem mindig hatarozhato meg egyértelmaen.)

Az uj szimplex tablazat elemeinek kiszamitasi modszere:
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b)
c)

d)

Az 1] szimplex tablazatban a generalo elemhez tartozo két valtozo (primal és kiegyenlitd)
szerepe és helye felcserélodik.

Az 1j tablazatba a general6 elem reciprokat irjuk.

A generalo elem soraban 1évo 1) elemeket ugy szamitjuk ki, hogy az €l6z6 tablazat
megfeleld soranak elemeit megszorozzuk a generalo elem reciprokaval.

A generalo-elem oszlopaba keriilo 1) elemek értékét a kovetkezo modon képezziik: az
€l6z0 tablazat megfelelo oszlopanak elemeit megszorozzuk a generald elem reciprokanak
minusz egyszeresével.

A tobbi elemet oszloponként haladva tudjuk kiszamitani.

Minden oszlop egyik eleme mar adott a generalo elem soraban () elem).

Ezeket az elemeket megszorozzuk a generalo elem oszlopaban

levo (lasd: el6zo tablazat) megfeleld elemmel és ezt a szorzatot a régi elembdl

Kivonjuk.

Tehat alépések sorrendje a kovetkezo:

1)

2)
3)
4)

5)

2..5. tablazat
X1 X
| 6 4 96
) 2 60
U, 0O 6 48
-K 7 4 0

Bekeretezziik a general 6 elemet
X, és u, helyet cserél
4® %(gmaélé elem reciproka)

ageneral6 elem soraban:

4772
1
60® - *60=15

ageneralo elem oszlopaban:

oo Bife-
o0 Bife-o
o =

A 2. 6 tablazat a 2-5 |épéseket tartalmazza.

2.6. tablazat
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u2 X2
u, 3
2
X, 1 1 15
4 2
U, 0
K 7
4

6) A tobbi, még hianyz6 elemet az alabbi moédon szamitjuk:

Masodik oszlopban:

Harmadik oszlopban:

96- k(b =6
48- bsg)=48
0- h)sg7:-105

Ezek alapjan az uj szimplex tablazat:
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2.7. tablazat

u2 X2
u, 3 6
-2 1
2
X, 1 1 15
4 2
u, 0 6 |48
-K 71 1-105
4 2

Ez a tablazat természetesen megegyezik a 2.4. tablazattal, amit az egyenletrendszer
segitségével kiszamitottunk.

A kovetkezd javito |épéshez a general 6 elemet az x,0szlopabol kell valasztani, mert az utolso
elem csak ott pozitiv.

Melyik lesz az uj general6 elem ?

15
S g l-3 B_g
1 2 6

Ezek koziil alegkisebb értéka hatarozza meg a generalo elemet. Tehat az j general6 elem u,
soraban ¢és x, oszlopaban talalhato, értéke: 1.

1) Bekeretezziik a general6 elemet

2) u, és x, helyet cserél

3) A general6 elem reciproka %: 1

4) A general6 elem soranak 11j elemei az 1-es szorz6 miatt valtozatlanok.
5) A general6 elem oszlopanak elemel az €l6z06 -1-szerese.

6) A hianyzo elemek
Elsd oszlopban:

} - ﬁg,% =1

4 2

o Gk
2

- Z - ﬁ§% =-1

4 2

Harmadok oszlopban:

- 105- @:-108

A szimplex tablaaz elemekkel a kovetkezod oldalon lathato:
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2.8. tablazat

u2 u1
X, 3 1 6
2
X, 1 1 12
2
u, 9 -6 12
-K 1 1 -108
2

Tovabbi javitas nem |ehetséges, mivel valamennyi oszlop utolso eleme negativ.
A K =108 aszélsdérték, amaximum, mivel a célfiiggvényiink
K=7x,+4Xx,® max!, és
K=7x12+4>6=108
Az egyes feladatoknal eloforduld esetek a szimplex tabla végeredményeként a kovetkezok
lehetnek:
a) Az utolsé sor minden eleme kisebb zérusnal. A program optimalis.
b) Az utolsé sorban anegativ elemek mellett zérus érték is van.
A feladatnak tobb azonos értékt megoldasa van.
c) Az utolsb sorban pozitiv elem maradt, viszont felette - vagyis a generalo elem
kivalasztasahoz rendelkezésre allo értékek koziil- egy pozitiv elem sem talalhato. A
feladatnak nincs megoldasa.

A feladat grafikus megoldasa.

A fenti példa grafikus megoldasa jol szemlélteti a szélsdérték-problémat, hozzatéve, hogy
sikban csak két primal valtozé esetén tudjuk abrazolni a korlatozo feltételeket és a
célfiiggvényt.

A korlatozo feltételek:
6X, +4x,£ 96

4x, +2x,£ 60
6x, £ 48

A valtozok nem negativak:

X230, x,30

A célfiggvény:

K =7x,+4x, ® max!
Az abrazolasnal a korlatozo feltételekre vonatkozé egyenldségbdl indulunk ki. Atalakitjuk az
egyenes tengely metszetes alakjaiva, ami altalanossagban az alabbi:

32



ﬁ+&:1

a b

BX, +4X, =96® L +22 =
16

24

4x,+2X, =60® L+22 =1
15 30

6x, = 48® X—82:1

Az egyenleteket grafikusan abrazolva kijelolhetjiik azt a teriiletet, amely a korlatozo
feltételeket egyiittesen kieléqgitik.

X2

30

25¢

2. abra.

Ezen ateriileten helyezkednek el alehetséges megoldasok.
Az optimalis megoldas ezek koziil az, amelynél a célfiiggvény eléri a maximumat.

K =7x, +4x, ® max!
Abrazoljuk az % +X—K2 =1 egyenest K kiilonbozo értékeire, ugy, hogy K értéke egyre

7 4

novekszik. Igy mas és mas, egymassal parhuzamos egyenest kapunk.
Egy egyenes minden pontja ugyanazt a K értéket adja, vagyis az azonos hozamokhoz tartozo
pontok egy egyenest hataroznak meg. Mivel feladatunk az eredmény maximalasa, azt az
egyenest kell a hamazbol kivalasztanunk, amely a lehetséges megoldasok halmazat - a
bevonalkazott teriiletet - legalabb egy pontjaban érinti és ugyanakkor K-re a legnagyobb
értéket adja.
Ez apont a P, pont, amelyet a K ® max! egyenes érint.
A P, ponthoz tartozo értékek az alabbiak:

X =12

X, =6
K=7-12 + 4- 6 = 108, megegyezik a 2.8. tablazatéval.
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Hatarozzuk meg, hogy az egyes kapacitasokat milyen mértékben hasznaljuk ki.
6X12+4>6=96

4X92+2>6=60
6>6=36<48
Vagyis A és B erdforras kapacitasat 100 %-osan,
C erdforrast 75 %-ban hasznaltuk ki.
2.1.1.2. A modositott nor mal-feladat

Az eddig feladatokban a feltételek mind £ iranya egyenlotlenségek segitségével voltak
megadva. Eldfordulhat azonban, hogy az egyenlotlenségek kozott egyenloségek is
szerepelnek. Tekintsiik erre vonatkozolag a kovetkezd példat:
meghatarozando a
2X, - 2X, - X3+ X,
fliggvény maximuma az
a) X, X,,X5,X, 2 0
b) 2x,+4x,+x; £ 100,
X, +5%X,+x, £ 200,
X, +4x;+2x, = 200,
X, +X,+X, =150
feltételek mellett. Az ilyen feladat médositott nor malfeladat.

Ha a b) aatt az utolso két sorban is a " £ " szimbolum allna az egyenldség szimboluma
helyett, akkor a szamitasoknal a kovetkezo 2.9.. tablazattal kellene indulnunk:

2.9. tablazat
X, X, X5 X,
u (2 4 1 0 100
u, |1 0 5 1200
u, |0 1 4 2200
u |1 1 0 1150
-K|2 -2 -1 1|0

A megvaltozott koriilmények miatt azonban most némi kiegészitésre van sziilkség. Ha ugyanis
az elobbi tablazatbol kiindulva a szamitasokat az el 6zoekben megismert modon végeznénk el,
akkor az optimalis programban az u, és az u, értéke is pozitiv is lehetne. Ekkor pedig a b)
alatti két utolso feltétel nem teljesiilne egyenloség formajaban. Marpedig nekiink minden
koriilmények kozott biztositanunk kell,. hogy mind az u,mind az u,értéke zérussa valjék.
Ezt a kovetkezd megfontolas alapjan mindig elérhetjiik, ha akivant cél egyaltalan elérhets.
ADbbol indulunk ki, hogy egy kiegyenlitdé valtozé mindig olyan nemnegativ szamot jelent,
amely megmutatja, hogy a megfelelé egyenlotlenség bal oldala mennyivel kisebb a jobb
oldalnal. E szerint tehat

u;= 200 - R, +ax,+2x,(
U4: 150 - 1+X2+X4

és

A két kiegyenlitd valtozo 6sszege ezért igy irhato fel:
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u, +u, =350- l+2x2 +4x3+3x4€

Mivel sem az u,,sem az u, nem lehet negativ, vilagos, hogy az

X, +4X, +2x, kifgjezés maximalis értéke 200,

az X, +4x, +2x, maximalis értéke pedig 150.
fgy akét kifejezés 6sszegének, vagyis az

X, +2X, +4X, +3X,
formulanak a maximalis értéke 350.
Ha ez a formula torténetesen eléri ezt a maximumot, akkor mind az u,, mind az u, értéke
zérussa valik. Ellenkezo esetben ez nem kovetkezhet be.
Ezért problémankat ugy oldjuk meg, hogy az eredeti célfiiggvény mellé atmenetileg az

X, +2X, +4X, +3X,

kifgjezést is felvessziik masodlagos célfiiggvényként.(Ez technikailag azt jelenti, hogy
tablazatunkat megtoldjuk még egy sorral.)Az elsd [épésben ennek a masodlagos
célfiiggvénynek keressiik meg a maximumat. Ha ez a maximum kisebb 350-nal, akkor a
feladatnak nincs megoldasa, mert egyetlen olyan program sem adhatdé meg, amely
kielégitené az a) ¢s a b) aatti feltételek mindegyikét. Ha azonban a masodlagos célfiiggvény
maximuma 350, ezt azt jelzi, hogy mind az u,, mind az u,értéke zérus. Van tehat olyan
program, amely kielégiti az 6sszes feltételt. Miutan errdl a koriilményrdl meggdzodtiink,
akkor mar meghatarozhatjuk az eredeti célfiiggvény maximumat. Az ehhez sziikséges
szamitasokat azonban nem kell el6lrdl kezdeni, mert erre a célra a masodlagos célfiiggvénnyel
kapcsolatos szamitasokat is felhasznalhatjuk. Az elmondottak értelmében az indul 6 tablazatot
a 2/10. tablazat szerint modositjuk.
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2/10. tablazat

u |2 4 1 0 100
u, |1 0 5 1200
‘u, [0 1 4 2200
‘u,[1 1 0 1150
“K|[2 -2 -1 1] 0

1 2 4 3|30

Lathat6, hogy azokat a mester séges valtozékat, amelyeknek végiil zérussa kell valniuk, egy-
egy csillaggal jeloltiik meg.

Megfigyelhetjiik azt is, hogy a masodlagos célfiiggvényt jelentd utolsd sor elemeit ugy is
megkaphatjuk, hogy a csillaggal megjelolt sorokat oszloponként dsszegezziik. Az utolso
sor utolsé eleme (a 350) igy éppen a masodlagos célfiiggvény altal elérendd maximumot
mutatja.

A szamitasokat % mint mondottuk ¥ azzal kezdjiik, hogy meghatarozzuk a masodiagos
célfiiggvény maximumat. Az utolsd sor utolsd elem menet kézben minden [épésnél annyival
csokken, amennyivel a célfiiggvény értéke nd. Azt a koriilményt tehat, hogy a masodlagos
célfiiggvény értéke a jelen esetben eléri a kritikus 350-¢et, azt fogja jelezni, hogy az utolso sor
utolsd eleme zérussa valik., (Ezért volt célszert az indulo tablazatban erre a helyre éppen az
elérendd kritikus értéket irni.)

Ha a feladat megoldhatd, akkor a szamitasok soran a csillaggal jelzett un. mesterséges
valtozok automatikusan kiesnek a programbol, vagyis a nekik megfeleld szimbolumok az elsd
sorba keriilnek. Az ilyen, az elsd sorba keriild csillaggal jelolt valtozéhoz tartozé oszlopot
azonban célszerii iiresen hagyni. Ezzel eleve kizarhatjuk annak alehetoségét, hogy egy ilyen
valtozdé visszakeriiljon a programba. Amennyiben tényleg ezt az eljarast alkamazzuk, az
utolsé sor utolso elemével egyiitt az utolso sor minden megmarado eleme zérussa valik. llyen
korilmények kozott azt mondhatjuk, hogy addig kell a szamitasokat a masodlagos
célfiiggvény szerint folytatni, amig az utolsé sor minden eleme zéruslesz.

Végiil, ha a masodlagos célfiiggvény soraban minden elem zérussa valt, az utolsé sort
elhagyjuk, ésa szamitasokat az eredeti célfiiggvénynek megfelelé sor alapjan folytatjuk.
A 2.10. tablazatban [Jjes [kozil kell kivilasztani a bazisba beléps valtozokat. Ha i—et

valasztjuk, akkor az elsd sor elsd eleme lesz a general6 elem, ha .-et, akkor az . soraban

tudunk general 6 elemet valasztani, ami I1ényegében a célunk.
Ezek szerint a megoldast a 2/11. tablazat alapjan kapjuk meg. (A generalo elemet alahuzassal
jeloltiik.)

2/11. tablazat
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X, X, Xy U
u | 2 4 1 100
u, 1 -05 3 100
X, 0 05 2 100
u, | 1 05 -2 50
-K | 2 -25 -3 -100
o 05 - -2 | 50
“u, X, X, Uy |-200
u, 3 5 0
u, -1 5 50
X, 05 2 100
X, 05 ) 50
-K -35 1 - 200
R S R
“u, X, u, U,
X, 0,6 0,2 0
u, -4 -1 50
X, -0,7 -04 100
X, 17 04 50
-K -4 -0,2 - 200

Az u, az €lsd, az u, pedig a masodik |épésben esett ki. Igy a Iépés utin a masodlagos
célfiiggvényhez tartozo sorban minden elem nullava valt. Ezért a kovetkezo 1épésben ezt a
sort mar fel sem tiintettiik. A szamitasok szerint az optimalis program a kovetkezo:

X, = 50
X, = 0
X; = 0
X, = 100,

0,
50,
0,
0.

K = 200.

Az elobbi szamitasokat azonban még egyszeribb formaban is elvégezhetjik. Ennek az
egyszerisitésnek az elsd mozzanata lehet, hogy a tablazatban az un. csillagos valtozok
szimbolumat fel sem kell tiintetni. Ezért a nekik megfelelds sorokat " iires' soroknak lehet
nevezni. A masik mozzanat abban allhat, hogy nem irjuk fel a masodlagos célfiiggvény
egyiitthatoit sem. Ezt mar azért is megtehetjiik, mert ezeket az egyiitthatokat barmikor
konnyen eldallithatjuk. Nem kell mast tenniink, mint az "iires' sorok elemeit oszloponként

0sszegezni.
2.1.1.3. Az altalanos feladat
Hatarozzuk meg a

K =2x, - X, +4xX,

fliggvény maximumat az
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a) Xq, Xy, Xs 30
b) x,+2x,+x, £ 30,
X, + X, = 10,
X, +X,+X; 3 8
feltételek mellett.
Az €l6zd pontban targyalt esettel szemben most az a kiilonbség, hogy itt egy "3
szimbolummal kifejezett egyenlotlenség is szerepel a b) aatti feltételek kozott, ami nem felel
meg az eddigi kovetelményeknek.
llyenkor gy jarunk e, hogy egy uj kiegyenlits valtozo bevezetésével a kérdéses
egyenlotlenséget egyenldséggé alakitjuk at. Ha v, azt a nem-negativ szamot jelenti, amely
megmutatja, hogy az x, + X, + X, 6sszeg mennyivel nagyobb 8-nal, akkor az utolso feltétel az
X, +X, +X;- V; =8
egyenloséggel helyettesithetd. A v, bevezetésével persze a célfiiggvényt is modositani kell. Ez
egyszeraen ugy torténik, hogy az eredeti célfiiggvényhez hozzacsatoljuk a” Oxv," tagot.

Végeredményben tehat a
2%, - X, 4%, +0xv,
fliggvény maximumat kell meghatarozni az
a) X;,X,, X5V, 30,
b) x,+2x,+x, £ 30,
X, +X, = 10,
X, +X,+X;- vV, = 8.
feltételek mellett. Ezt afeladatot az el6z5d pont alapjan mar meg tudjuk oldani. Az u, és u,
valtozok szimboélumait nem irjuk ki, az e€l6z6 pont szerint ezek az un. "ires' sorok
(2.12.tablazat). A 2.12. tablazatban x,és X, is bazisba vonhato. Célszeriiségi okbol valasszuk

X, -€t.

2/12. tablazat
Xl X2 X3 V3
u | 1 2 1 0 |30
1 1 0 0 |10
1 1 1 -1|8
“Kl2 -1 4 00

A megoldas menetét a 2.13. tablazat mutatja, ahol eldszor a v,valtozot vonjuk bazisba ezzel
biztositva, hogy "iires" sorban torténjen general6 elem valasztas, majd végiil az x,-at.
2/13. tablazat
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u | 1 0 1| 22
0 -1 1| 2
X, 1 -1] 8

X, X3
u |1 1| 20
v, | O -1 2
X, | 1 0| 10
-K|[-3 4 | -20

X, u,
X; | 1 1| 20
v, | 1 1| 22
X, | 1 0| 10
-K [ -7 -4 | -100

Ezek szerint egyetlen optimalis program van, s ez a kovetkezo:

x, =10, u= 0 K =100,

X, =0,
X =20, Vv;=22

A general6 elem valasztas problémajara mutatunk be e példa kapcsan egy masik "utat”.

A 2.12. tablazatban "ésszert" lett volnaa 3. sor 3. elemét general6 elemnek valasztani, hiszen
az is ugyanabban az iires sorban van, sot a pillanatnyi eredmény kétszerese az €l6zo
valasztasnak. Nézziik meg e valasztas kovetkezményét .

2.14. tablazat
Xl X2 V3
u, | 0 1 1] 22
1 1 0| 10
X, | 1 1 1| 8
“K|-2 -5 4] -32

A 2/14. tablaban egyetlen elemet- az elsd sor 3. elemét valaszthatom (kotelezo!), - vagyis nem
tudok "iires" sorban valasztani.

2.15. tablazat
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X, X, U,

v, | O 1 1| 22
1 1 0| 10

X; |1 2 1| 30

-K -2 -9 -41-120

A 2.15. tablazatbol latszolag nincs tovabblépési |ehetdség, hiszen az utolsdé sor minden eleme
negativ, vagyis optimalis a megoldas. Viszont nem teljesittettiik a kiindulé korlatot, mivel a
masodik (iires) sorban nem valasztottunk generalo elemet.

A probléma feloldasara az a megoldas, hogy kénytelenek vagyunk negativ sorvégi oszlopban
valasztani generalé elemet mégpedig ugy, hogy a legkevéshbé "rontsuk™ a célfiiggvény értéket.
Ez pedig a masodik sor €lsd eleme. A végeredmény a 2/16. tabla, amely megegyezik a 2/13.
tablazat eredményével.

2.16.tablazat
X2 ul
v, 1 1] 22
. 1 0| 10
X, 1 1| 20
- K -7 -4|-100
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2.1.2. Minimum feladat

E problémakort ismét egy példan keresztil mutatjuk be. A felhasznalok 4 kilonb6zo
szemnagysagu szénfajtat igényelnek. (A,B,C,D)
Ismert a napi igény az egyes fajtakbol. Az igényt két szénbanya elégiti ki, ahol ismert, hogy
egységnyi termelvénybdl osztalyozas utan mennyi az egyes fajtak részaranya. lsmerjiik

tovabba az egységnyi termelvény banyankénti termelési koltségét.

Meg kell hatarozni, hogy milyen mennyiségben termeljen és szallitson a fenti célbol a két

banya, hogy minimalis kdltség meriiljon fel.

Eloszor szamadatokkal tablazatba foglaljuk az adatokat.

2.17. tablazat
B1 B2 Minimalis
igény
A 0,1 0 4
B 0 0,1 6
C 0,1 0,2 20
D 0,2 0,1 17
Koltség 10 4

Célok akovetkezok (az egyenldtlenség mindkét oldalat 10-zel megszoroztuk)

X, 3 40
X, 3 60
X, +2x, 3200
2X,+x, 3170
A célfiiggvény

K =10x, +4x, ® min!

Oldjuk meg eloszor grafikusan a feladatot.

A célfiiggvényt jelentd egyenesek koziil azt kell kivalasztanunk, amelyik a szabadon maradt

teriiletet legalabb egy pontjaban érinti és minimalis koltséget ad.

41



*21.

X0\
200

\'x =10x{* 4x 2=760 \

150

\

50

\ 2x9+x9=170
gt L SN
: 50 100 150 200

3. abra

Latjuk, hogy a koltségminimumot jelentd egyenes a sokszoget az
X, =40¢és
X, =90 pontban érint .

A célfiiggvény értéke
K =10>40+4>90 = 760 egy<¢ g

A feladatot szimplex modszerrel a kovetkezo altalanos érvényl osszefiiggések segitségével

oldhatjuk meg, melyek matematikai levezetését mellozziik.

A fenti feladatot altalanossagban megfogalmazva az alabbiakat kapjuk:
éa,.j X;3 b, aholi=1,2.... m
€s a
K= écjxj ® min!
A dual itém;li nevezett altalanos tulgjdonsag alapjan igaz az alabbi:
gaﬁ y; £¢; ahol j=1,2, ..
és -
K= é b, y; ® max!

i=1
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Véqil min K = max K.
Tehat jelen esetben afeladat minimalis koltségének megfeleld megoldast a neki megfeleld
dualis feladat maximuma adja, igy a szimplex modszer korabban megismert modszerét
alkalmazva megoldhat6 afeladat.
A dual feladat a kovetkezo:
y;tyst+2y, £10
Yo+2y,ty, £ 4
K=40y,+60y, +200y,+17/0y, ® max!

, Y1 Y2, Y ¥a® 0
Irjuk fel a szimplex tablazatot:

2.18. tablazat

Y1 Yo Y3 Y,

u | 1 0 1 2 |10
u, | 0 1 2 1|4

-K |40 60 200 170| O

A general6 elem megvalasztasanak indoka az a megfontolas, hogy az .véltozé belépése
eredményezi a célfiiggvény legnagyobb mértékii novekedését.
A general6 elem megvalasztasa utan készitsiik el a kovetkezd szimplex tablazatot.

2.19. tablazat
Y1 Y, Y3 u,
u | 1 2 73 2 | 2
y. | 0 1 2 1| 4
-K |40 -110 - 140 -170 | - 680

Meghatarozzuk a generalo elemet - amely csak az elsd oszlopban lehet - majd elkészitjiik a
kovetkezd szimplex tablazatot.

2.20. tablazat
ul y2 y3 u2
y, | 1 -2 -3 2] 2
y, | 0 1 2 1| 4
-K|-40 -30 -20 -90|-760

A maximum feladatként megoldott dual feladat ellendrzése:
K =40.2+170. 4 = 760 egystg.
Mivel max . K =min . K,
ezért aminimalis koltség 760 egység.
Ez az érték természetesen megegyezik a grafikus megoldas célfiiggvény értékével.
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Viszont az is igaz a dualitas tételébdl kovetkezoen, hogy a dualfeladat primalbazisaban
szerepld valtozoinak értéke O, a dualbazisban helyet foglalok értéke, az utolso sor értékeinek
ellentétjével egyenlo.

Ennek alapjan a valtozok értékei:

u® x, =40, y,® ug=30
u,® x,=90 y,® u¢=20
Tehat

K =10>40+4>90 = 760
Az igény-kielégités az eredeti feladatra

A termékre:  0,1x, =4

B termékre:  0,1x, =9 (3 tallépés)
Ctermékre:: 0,1x,+0,2x, =22 (2 tallépés)
D termékre:  0,2x, +0,1x, =17

Megjegyzés. atallépés avaltozo értékének tizedrésze akezdeti  10-szeres szorzas miatt.

2.1.3. Gyakorlé feladatok

1. Feladat
Egy jarmajavito tizem fedett, nyitott és pore vasati kocsik javitasat végzi.
A rendelkezésre all6 munkaerd-kapacitas az alabbi (ora/nap):
kocsilakatos 250

asztalos 160
féklakatos 156
Az egyes kocsitipusok kapacitassziikséglete (6ra) és ajavitas gazdasagi eredménye (Ft) a
kovetkezo:
/1. tablazat
kocsilakato | asztalos | féklakatos | nyereség
S
fedett 12 8 6 60 000
nyitott 8 4 12 40 000
pore 10 10 6 30 000

Hatarozza meg a javitando jarmiosszetételt a maximalis nyereség elérésével ugy, hogy a
féklakatos kapacitas maximalisan ki legyen hasznalva!

2. Feladat
Egy épitdipari vallalat éves termeléséhez a kovetkezo faanyagokra van sziikség:
1500 m® ¢piiletfa

3000 m® zsaluzo anyag
1000 m® pallé

Az igényét két erdogazdasag fafeldolgozo iizemébdl kivanja kielégiteni.
Az erddgazdasagok 1 m?® kivagott fabol a felfarészelés utan az alabbi aranyokat termel ték:

2/1. tablazat



1. gazdasag 2. gazdasag
% %
Epiiletfa 20 20
Zsaluzb anyag 50 40
Pallo 10 20
Hulladék 20 20

1m?® fakitermelése, feldolgozasa az 1. gazdasignak 5 000 Ft, a 2. gazdasagnak 6 000 Ft
koltségbe keriilt.
Milyen mennyiséget dolgozzon fel a két gazdasag, hogy az épitdipari vallalat onkoltsége
optimalis legyen ?

Egy postaigazgatosag targoncajavito tizemében az alabbi évi kapacitasok allnak

3. Feldat
rendelkezésre:
Festo: 8 000 6ra
Lakatos: 14 000 ora

Villanyszerelo: 18 000 6ra

Az éves programban villamostargonca és potkocsijavitasi feladatokat kell ellatni.

A javitandé jarmiallag meghaladja a javitotizem kapacitasat.
Milyen mennyiségben javitson az iizem targoncat és potkocsit - ha sgjat vallalkozasban a
targoncajavitas 2 000, a potkocsijavitas 1 500 Ft-tal gazdasagosabb jarmivenként, mint
kiilsd javito vallalat igénybevételével - hogy ajavitas koltségraforditas optimalis legyen.

A javitas oraraforditasa villamos targonca
Festo: 10 ¢6ra
Lakatos: 10 é6ra

Villanyszerelo: ,30 6ra

2.1.4. Attekintd kérdések

- Milyen tipusu feladatokat sorolna a linearis programozas korébe?

- Hogy tudna leirni roviden alinearis programozas feltételi egyenleteit és célfiiggvényét ?
- Mia"megoldasa' egy linearis programozasi feladatnak ?
- Mi aszimplex modszer |ényege ?
- Mik alegfontosabb "szabalyok" a szimplex modszer alkalmazasakor ?

- Mondjon gyakorlati példat a szimplex modszer alkalmazasi teriileteirol !

- Milyen korlatfajtakat ismer és ezeknél mi amegoldé eljaras lényege ?

- Hogyan szamitja ki az szimplex tablazat elemeit és mi a gazdasagi tartalmuk ?
- Mi amaximum és minimum feladat ?

2.2. Szallitasi

probléma

Vizsgaljuk meg akovetkezo feladatot.

potkocsi

10 ora
20 ora
10 ora
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Tételezziik fel, hogy kiillonbzo helyeken [évo tizemekben bizonyos termelés (gyartas) folyik,
¢és a készterméket kiilonbozo - akar nagy tavolsagban levo - raktarakba (felhasznalohoz) kell
elszallitani.

A feladatot ugy kell megoldani, hogy a szallitast végzo jarmivek (pl. gépkocsik) dsszes futasa
alehetd legkevesebb legyen.

Ennek analogiajaként gondoljuk végig a kovetkezo problémat, illetve feladatot.

Eqgy térségnek - pl. orszagrésznek, vagy vasiti iizletigazgatosagnak ismerjiik a vonahal6zatat,
az azon levo aruforgalomra megnyitott szolgalati helyeket. EQy adott idopontban (napon)
ismerjiik a kirakott kocsik mennyiségét tipusonként és allomasonként, tovabba ismerjiik
ugyanazon térség allomasainak berakas célu kocsiigényét ugyanarra a napra ugyancsak
kocsitipusonként.

A feladat az, hogy adott tipusa kocsikat ugy kell afelek részére biztositani (a kirako helyekrol
a berako helyekre tovabbitani), hogy a térségben az 6sszes futas minimalis legyen. Célszerien
eloszor allomasonként  osszevetjiik a rendelkezésre allo és igényelt kocsikat és
meghatarozzuk az u.n. hiany illetve felesleg nagysagat. (A kirakott kocsit lehetoleg helyben
hasznaljuk fel.) Tovabbitasra célszertien csak afelesleg keriil a hiany kielégitésére.

Természetesen, ha ismerjiik a tovabbitasi koltségeket, tavolsagokat, vagy az eljutasi idoket,
akkor ezek minimumais meghatarozhat6. Tobbnyire az 6sszes futas minimalizalasaa cél.
Nevezziik a gyarto tizemet (kirako helyet) felado (kibocsato) helynek, szimbéluma legyen :
F; araktarat (berako helyet) nevezziik rendeltetés (igénylo) helynek, szimbéluma legyen R.

A feladat altalanos leirasa matrix alakban az alabbi:

Ha ismerjiik a felado allomasok és rendeltetés helyek kozti tavolsagot, eljutasi idot, vagy
koltséget, akkor "m" feladohely és"n" rendeltetési hely esetében " m x n" tipusa an. km, idd
vagy koltségmatrixot irhatunk fel.
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2.21. tablazat

Rendeltetési helyek Leheto-
(igényld helyek) g
(feles-
leg)
R, R,... R, R,
Fl Cll ClZ C1j C1n bl
F Ca Cp Cy; Con bz
Felado :
(kibo- |, ,
CSété) F1 Ci1 G C. Cin bi
helyek | !
: b,
I:m le Cm2 ij Cmn
Igeny a a, a &,
(hiany)
ahol :
E,E...E..F, afeladas (kibocsato) helyek
R,R,...R;...R, arendeltetés (igényld) helyek
b,,b,...b....b, afelado (kibocsato) helyeken rendelkezésre
allo ara vagy kocs felesleg
a,3,......a, arendeltetés (igényld) helyeken igényelt aru
vagy kocs hiany
Ciy1Cia+--Cjj--Cpy afelado ésrendeltetési helyek kozti tavolsag,

eljutas ido, vagy koltség

Az altalanositas érdekében a fenti tablazatot illetve matrixot - most mar fiiggetleniil annak
tartalmatol nevezzik célmatrixnak. Ez a célmatrix fejezi ki azt, hogy a feladatunkat
tulajdonképpen milyen cél érdekében oldjuk meg. Ha a célt optimum kritériumnak nevezziik,
akkor a célmatrix az optimum kritérium matrixa.

A szallitas probléma megoldasakor a feladat az, hogy meghatarozzuk az egyes feladas
helyekrol a kiilonbozo rendeltetési helyekre elszallitandd kocs vagy arumennyiséget
minimalis raforditassal.

Masként fogalmazva : az optimalis megoldasnak szolgaltatni kell azokat az x; értékeket,
amelyekre nézve igaz az, hogy a nekik megfeleld c; értekkel beszorozva és képezve a

szorzatosszeget az eredmény minimalis.
Az x; érteket szintén matrix formaban lehet felirni. Ezt a matrixot diszpozicios matrixnak

hivjak.
2.22. tablazat
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11 X12"' ij"'Xln bl
21 X22"'X2j"'x2n b2
Xll X|2 "Xij" Xin h
Xml Xm2 "ij' mn bm
& &eqd

ahol :

X; az i -dik feladohely ésa j-dik rendeltetés hely kozott tovabbitott kocs  vagy
arumennyiség.

3
X 0

A matrix elemel kozti kapcsolatot az alabbi egyenloségek fejezik ki, amelyek a feladat
korlatozo feltételel.

A sorokra vonatkozdé egyenldségek az elszallitandd mennyiségekre vonatkoznak, az
oszlopokra felirt egyenldoségek arendeltetés helyek igényeit jelentik.

Xy + Xt X+ X, = by
Xgp F XopFe X5+ 4%, = b,
XX, ok ot X, =R
Xg F X Fee H Xy Ho X = by

Tehat asorok szerint "m" db egyenletiink van.

Xpy + XogFo A X+ X = 8
Xip ¥ XgpF A Xip e+ Xy = &
Xy + X Fo HXFo A X T

Xy, X Fe X Fo FX, = @,

Az oszlopok szerint "n" db egyenlet.

Tehat 6sszesen m + n feltételi egyenlet van, az ismeretlenek szama pedig m xn .

A feladat a kovetkezo : ugy kell a szallitast programozni, hogy a "¢ xx" szorzatok sszege
minimum legyen. Ennek elérése érdekében a kovetkezo célfiiggvényt irhatjuk fel:

K =X+ +C X+ +C X+ +C X i+ +C X ® mint

mj mn/*mn

A célfiiggvényt matematikai szimbolumokkal rovidebb alakban felirhatjuk:
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A korlatozo feltételek isfelirhatok rovidebben. Sorok szerint :

ax;=b, aol i=12.m
=1
Oszlopok szerint :

a X; =a, ahol j=1,2..n
i=1

Az igények éslehetoségek az egyenletrendszerekbdl kovetkezoen meg kell, hogy egyezzenek.

é b, = é a

i=1 =1
Ez alapjan megallapithatjuk, hogy a korlatozé feltételek nem fiiggetienek egymastol.
Ez utébbi egyenldség miatt az egymastol linearisan fiiggetlen korlatozo feltételek szama
eggyel kevesebb, azaz m + n - 1, ami a programba bevont foglalt elemek szamat jelenti.

Ebbol kovetkezik, hogy a zérussal egyenls valtozok szama

p=mx- [Dh+n- 19 [oh- 193- 1(
A programba bevont foglalt elemek szama kevesebb is Iehet, amit degeneracionak neveziink.
E problémara a késdbbiek soran visszatériink.
A szallitasi probléma megoldasara tobbféle modszer ismeretes.
Egyik kézenfekvd megoldd eljaras a szimplex modszer. Ennek a modszernek az
alkalmazhatosagat nagyobb matrixok esetén a nehézkessége korlatozza. Gondoljunk bele,
hogy csupan 4 feladd és 5 rendeltetés hely esetén a szimplex tabla a kiadodé 9 korlatozo
feltétel és 20 elsddleges valtozé miatt 9 x 20 -o0s "méretd”: E megoldas irant részletesen
érdeklodok pl. dr Rozgonyi Laszlo : Kozlekedés iizemtan gyakorlatok c. jegyzetében
talalhatnak konkrétan kidolgozott feladatot (BME jegyzet). Jegyzetiinkben a kovetkezo
fejezetekben a disztribicios modszer problémakorét, megoldasat és a kiilonb6zd specialis
esetekben kovetendo eljarasokat targyaljuk. Az egyes fejezetekben a manualis megoldas
technikat sajatitjuk el, tobbnyire mellozve a matematikai bizonyitasokat, |evezetéseket. A
mélyebb megismeréshez az irodalomjegyzék nyujt tampontot.

2.2.1. Disztribucios modszer

A disztribaci6 szétosztast, elosztast jelent.

A modszert egy példa kapcsan mutatjuk be.

A feladat: iires kocsik szétosztasa 4 feladas hely és 5 rendeltetési hely kozott gy, hogy az
osszes tires futas minimalis legyen.

A feladatban feltétel ezziik, hogy azonos tipusi kocsikrol vanszo  (pl. nyitott kocsik).

A feladatot matrixban irjuk fel, melyet km-matrixnak neveziink.

2.23. tablazat
R1 |R2 |R3 |R4 |R5 | Lehetoség
F1 16 |8 7 6 |3 18
F2 8 7 2 13 |4 23
F3 8 |9 5 1 6 32
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F4 [3 [5 [11 [6 |5 27
lgeny |17 |15 [30 [22 [16 100

A valtozd matrixa:

2.24. tablazat
R1 |R2 |R3 |R4 |R5 | Lehetoség
Fl X11 X12 Xl3 Xl4 X15 18
F2 Xa [ X [ X3 [ X | X5s 23
F3 X3l X32 X33 X34 X35 32
F4 Xo | Xeo | Xag [ Xa | Xss 27
lgény |17 |15 |30 [22 |16 100

Osszesen 4 x 5 = 20 valtozonk van, afeltételi egyenletek szama  4+5=9.
A korlatozo feltételek :

X+ X + X+ X, + X5 =18

Xogerrnnnneeeenennnnnnns +Xs =23
XagFevernnininnninennnns +Xy = 32
Xy Fevernmiiinnninennnns +X,g =27

) O +X,, =15
XizFeeeeeeeennnnn +X,3 =30
) O O +X,, =22
XigFovemmnnnnnnnns +X,5 =16

A korlatozo feltételek azonban nem fiiggetlenek egymastol a korabban leirtak szerint, ami a
példabol islathato (Igény = Lehetoség = 100).

Ezért a korlatozo feltételek szama eggyel kevesebb, vagyis f=4+5-1=8, ami
megegyezik a programba vontaté elemek szamaval, azaz ennyi helyen x;* 0, ha nincs
degeneracio.

A célfiggvény:

16X, +8X,+...+3X;; +
TXo 6% . X +

3X,; +5X,,+.... 45X, ® min!

A disztribacios modszer 1ényege a kovetkezo:

Készitiink egy indulé programot, ami valamennyi kocs szétosztasat jelenti, vagyis
eldallitjuk a feladat bazismegoldasat. Ezutan [épésrol-Iépésre - ujabb bazismegoldasok
eldallitasaval - fokozatosan javitjuk aprogramot az optimum eléréséig.
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Az indul6 program készitésére tobbféle modszer ismeretes.

Ezeknek a modszereknek az a céljuk, hogy a lehetd legjobb megoldast elérjék, vagyis az

optimalis megoldashoz kozeli vagy azzal megegyezo megoldast produkaljak.

A megoldas keresését egyelore minden matematikai és programozasi ismeret nélkiil, a jozan

megfontolas segitségével kiséreljiik meg.

Az indul6 megoldas elkészitésekor két célszert szabalyt kell betartanunk:

a) amatrixon ugy haladunk a programozas soran ahogy a bastya mozog a sakktablan, ez a
bastyaszabaly,

b) Mindig a legkisebb szabad elemre programozunk és annyit, amennyit csak |ehetséges.
Ennek nagysagat a soraban ill. oszlopaban 1évo fel nem hasznalt lehetdség ill. ki nem
elégitett igény koziil akisebb érték hatarozza meg.

Szabad elemnek nevezziik a programba be nem vont elemeket, vagyis ahol  x; = 0. Azokat
az elemeket, amelyekhez pozitiv x; tartozik kétott elemeknek nevezziik.

Nézziik meg példank esetében, hogy e szabalyok betartaisaval milyen eredményre jutunk.
Induljunk ki tetszolegesen valamelyik sor vagy oszlop legkisebb elemébdl. Mivel a sorok és
oszlopok matrixbeli sorrendje tetszdleges - hiszen csak az adatfelvevon mulik, hogy melyik
helyet hova sorolja - ezért induljunk ki a matrix legkisebb c;elemebdl. ez a 3. sor 4. eleme,
vagyis C,,.

Erre kiosztjuk a lehetd legtobb kocsi. Az R4 hely igénye 22 az F3 hely lehetdsége 32. A kettd
koziil akisebb értéket programozzuk, mivel azt nem |éphetjiik tal. igy R4 hely 6sszes igényét
kielégitettiik.

A tablazatban a kérdéses elemet alahuztuk és a jobb felsd sarkahoz irtuk a raprogramozott
értéket.
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2.25. tablazat

R1 [R2 [R3 [R4 [R5 | Lehetdség
F1 |16 |& |7 |6 |3° 18
P2 [8 [7 [2® [13 |4 23
B (8 |9 [5° [1Z |6 32
F4 |37 [5° [11 [6 |5 27
lgény [17 [15 [30 [22 [16 100

F3 helyen még maradt 10 kocsi, igy vizszintesen haladva (bastyamozgas!) a sor kovetkezo
legkisebb szabad elemére kiosztunk 10 kocsit. Ezzel F3 lehetoségét kimeritettiik. Merdleges
iranyban folytatjuk a mozgast, ésa C,, elemre raprogramozzuk az R3 hely még fennmaradt

20 kocsis igényét. F2 soraban maradva a még ott levd 3 kocsit kiosztjuk az utolsé oszlop C,
elemére. Az 6todik oszlopban maradva a legkisebb elemet az elsd sorban talaljuk, oda
kiosztjuk a még megmaradt 13 kocsi. F1 helyen még maradt 5 kocsi, amit a sor masodik
elemére tesziink. Az elsd sor 3. és 4. eleme hiaba kisebb, R3 és R4 igényének korabbi
kielégitése miatt oda nem programozhatunk. Végil a 4.sor masodik majd elsdo elemére
raosztjuk a még megmaradt kocsimennyiséget.

Mint latjuk az igényeket kielégitettiik, alehetdségek kimeriiltek.

Ellendrizziik a programba vont helyeket. f = m + n -1=8

ilyen helyiink lehet.

A 2.25.6stablazaton lathatd, hogy ez afeltétel teljesiilt.
Programunk eredménye vagyis a célfiiggvény pillanatnyi értéke:

K =8>5+3x3+2x20+4>x3+5X0+1x22 +3x7 +5X0 = 304km.

Vegyiik észre, hogy ez a modszer bar kedvezdnek latszik, az utolso programozas |épéseknél
az éppen még programba vonhaté szabad elemek nagysagatol fiiggoen ad kedvezd vagy
kedvezdtlen eredményt. Példankban || ill. | barmilyen értekénél kotelezs a
raprogramozas a fenti indulas utan.

(A modszer gyakorlasara és a két elindulas 6sszehasonlitasara készitsen ujabb programot az
€elsd oszlop utolso elemérdl indulval)

2.2.2. Az indulé program javitasa

Az indul6 program - bar gyakran elég jo megoldast szolgaltat - még nem ad optimalis
eredményt. A program akkor javithat6, ha a matrix még szabad elemeit programba vonva a
célfiiggvény értéke csokken.

Javitasat tobb féle modszerrel lehet elérni, mi egy viszonylag egyszeri és jol attekinthetod
modszert alkalmazunk, ez az un. potencialok modszere.

Potencialnak nevezziik a matrix egy-egy sorahoz ill. oszlopahoz rendelt szamot, amelynek
tulajdonsaga, hogy minden foglalt elemre nézve a hozzatartozo sor és oszlop potencial -
azaz potencialpar dsszege megegyezik a foglalt elem értékével. (C; értékkel!)
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Tehat a potencialparok viszonyitasi aapot jelentenek. Megmutatjak, hogy a szabad elemek
értékei hogy viszonyulnak a mar foglaltakhoz képest.

A viszonyulas azt jelenti, hogy avizsgalt szabad elem

a)  nagyobb mint ahozza tartoz6 potencial par 6sszege,

b) egyenlo ahozzatartozo potencialpar 6sszegével,

c) kisebb, mint a hozzatartozé potencialpar 6sszege.

A sorokhoz tartozo potencialokat u; , az oszlopokhoz rendelteket v; szimbolumokkal jeldljik.

Osszesen m + n potencialt kell felirni. Mivel a foglalt elemek szima m + n - 1, ezért egy
potencial szabadon veheto fel, az 6sszes tobbi potencial mar szamitando érték.

Célszeri annak a sornak vagy oszlopnak a potencialjat megvalasztani, ahol a legtobb a
programba vont elem. A megvalasztott potencial értéke célszertien zérus, mert igy konnyebb
atobbi potencial kiszamitasa.

A 2.25. tablazat programjabol indulunk ki.

2.26. tablazat
vi| 6 | 8 1|-3| 3
l"Ii
0 16 | 8 7 6 | 3
1 8 7 1 2113 ]| 4
4 81 91511 6
-3 3| 5(11] 6 5

A potencialrendszer felirasahoz elegendd csak jelolni a foglaltsag tényét, fiiggetlenil a
kocsimennyiségtol.

Mivel alegtobb foglalt elem kettd, induljunk ki az elsd sorbol. Ennek potencialjalegyen : O

A tobbi potencialt szamitani kell a definicioban foglaltaknak megfeleloen.

A 2. 0szlop potencialja 8, mert 0+8= 8
Az5. oszlop potencialja 3, mert 0+3= 3
A 2. sor potencialja 1, mert 3+1= 4
A 3.o0szlop potencialja 1, mert 1+1= 2
A 3. sor potencialja 4, mert 1+4= 5

A 4.o0szlop potencialja-3, mert 4 +(-3) =1
A 4. sor potencialja-3, mert 8 +(-3) =5
Az 1. oszlop potencialja 6, mert-3+6= 3

A tovabbiakban adjuk 6ssze minden szabad elemre vonatkozéan a hozza tartozé sor és
oszloppotencialt, majd vonjuk le ezt az Osszeget a szabad elem értékébol. Ezeket a
differenciakat (d;) abrazoljuk akovetkezs tablazatban. Pl. d,, =16- [0+6(} 10, stb.

Természetesen afoglalt elemekhez tartozo differencia zérus.
2.27. tablazat

10 |0
1 -2 |0 15 |0

D
©
(@)
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-2 -3 |10 |0 |-1
0 |0 13 |12 |5

A differenciak matrixanak értékei azt mutatjak, hogy az adott szabad elem
programbavonasaval egy kocsira nézve milyen mértéka lesz a valtozas a célfiiggvény
értékében.

Azokat az elemeket érdemes a programba bevonni, amelyek esetében a differenciak értéke
negativ. (Ha O akkor nincs valtozas, ha pozitiv, akkor a célfiiggvény értéke novekszik az
elem esetleges programba vonasakor.)

P¢ldankban alegnagyobb javulast a C,, elem programbavonasa eredményezi. (d,, = - 3)

Képezziink zart hurkot a szabad elembdl kiindulva, melynek minden egyes sarka kotott
(foglalt), abevonni kivant szabad elem kivételével.
Bizonyithat6, hogy minden szabad elemhez egy és csakis egy zart hurok képezheto.

2.28. tablazat
16 8 7 6 *3
8 7 % 13 4
8 +9 - 510 122 6
3 5 11 6 5

Haa hurkot felrgjzoltuk, induljunk ki a szabad elemiinkbdl ésirjuk abal felsd sarkaba + jelet,
majd tetszdleges iranyba elindulva a sarokpontokra felvatlva - és + jelet, amig visszatériink a
Kiindul6 szabad elemhez. A + és - jelek szama meg kell, hogy egyezzen soronként és
oszloponként.

A negativ elojellel jelzett elemek kozil keressiik meg azt, amelyikre a legkevesebb kocsit
programoztunk. Ez a C,, elemen levd X,; = 3 érték.

A javitas soran ezt az értéket levonjuk a negativ sarokpontu valtozo értékekbdl, a pozitiv
sarokpontuakhoz - pedig hozzaadjuk. Ennek eredményét mutatjaa 2.29 tablazat.

7 9 5 1 2
1116 8 7 6 3°
-3| 8 7 Z23 122 6
0/8 9 5 13 4
413" 5° 11 6 5

Ugyanebben a tablazatban irjuk fel a pontencialokat is, hogy ellendrizziik van-e tovabbi
javitasi lehetoség. Legyen a 3. sor potencialja: O
Ha rendre végigvizsgaljuk a szabad e€lem és a hozzatartozo potencialpar kiilonbségét,
lathatjuk, hogy csak pozitiv értékek vannak, vagyis a 2.29. tablazat az optimalis megoldast
tartalmazza. A célfiiggvény értéke :

K=304-3.3=295km

A javulas mértéke a differenciaés az atprogramozott kocsimennyiség szorzata.



Amennyiben a differenciak kozott lenne 0 értéki, az ahhoz tartozé szabad elem programban
vonasaval az optimalis megoldas értéke nem valtozik, viszont azt jelenti, hogy az optimum
tobb valtozattal is elérheto.

2.2.3. Vogel-Korda eljaras

A szallitasi probléma elobbi modszerrel torténd megoldasa viszonylag egyszert, de nagyobb
matrixok esetén elég nagy |épésszamu javitast igényel, ezért hosszadalmas lehet.

A Voge-Korda féle kozelitd eljaras altalaban  optimumot megkozelitds eredményt ad.
Gyakran az indul6 program azonnal az optimalis, ha nem, akkor néhany javité Iépéssel
elérhetjiik az optimumot.

Az indul6 program a célmatrix (koltség, km, ido stb.) nullara redukalasaval kezdodik. A
szallitasi probléma optimuma szempontjabol kozombaos, hogy a célmatrix barmely soranak
vagy oszlopanak elemeit ugyanazzal a szammal csokkentjiik.

Bizonyitsuk be afenti tételt:
Legyen 1, és p; tetszoleges konstansok. 1, a sorelemek, p; az oszlopelemek csokkentését
jelenti. A redukalt elem az alabbi a csokkentés eredményeként:

C;j:Cij_ L-p® Cij:C;j+n+pj
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E szerint

.. _84d i
aacuxu—aa Ij+ri+pj ij
i=1 j=1 i=1 j=1
masképpen
m n m n m n n m
o O _ 9o o o o o o
a a CIJXI] - a a CIinj +a a rIXI] +a a ijij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

A jobb oldal 2. és 3. tagja felirhato az alabbi modon, mivel 1, és p; konstansok és
kiemel hetok:

m n n m
o o) , o o)
a E‘]a X”Ii ¢ a ﬁa xija
i=0 I lj=1 =1 i=1

mivel
a le = bl es é Xll = ai
=1 i=1
igy
é é. Cinij = é. é. C;jxij +é b +a P;a;
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Mint tudjuk
arb ¢ Qpa konstansok, ezért igaz, hogy aredukalt célfiiggvény egy allandoval tér el
i=1 j=1
az eredetitol.
Ezek szerint

m n m n
. 0 O . o O g
ming a Cx; =ming q Cyx; +C
i=1 j=1 i=1 j=1

Vagyis az optimalis megoldas az ugyanolyan  x; értekek mellett all fenn redukalt
koltségmatrix esetébenis.

A Kkorabban kidolgozott példabél indulunk ki, hogy 6sszehasonlithassuk a két eljarast. frjuk fel
a célmatrixot, majd végezziik € amatrix redukalasat.

2. 30. tablazat

R1 |[R2 |[R3 |R4 |R5
F1 16 |8 7 6 3
F2 8 7 2 13 |4
F3 8 9 5 1 6
F4 3 S 11 |6 5

A redukalas jelen esetben azt jelenti, hogy a matrixot leegyszerisitjiik gy, hogy minden
soraban és oszlopaban legalabb egy zérus elem legyen.
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Meghatarozzuk a soronkénti legkisebb elemeket Q( . Ezeket a megfelelo elemekbdl rendre
kivonjuk.

F1 sorban 3
F2 sorban 2
F3 sorban 1
F4 sorban 3

A kivonas eredményeként a redukalt matrix:

2.31. tablazat
13 |5 (4 |3 |0
6 5 0 11 |2
7 8 14 |0 |5
0 2 8 |3 |2

Az oszlopok szerinti redukalast, 1, -vel valo csokkentést, csak a 2. oszlopban lehet elvégezni,

mivel atébbi oszlopban mar van zérus elem.
Az R2 oszlopban a legkisebb elem: 2. Ezzel kell csokkenteni a 2. oszlop elemeit. A redukalt
matrix az alabbi. Az elemek a C; szimbolumnak felelnek meg.

2.32. tablazat
13 |3 (4 |3 |0
6 |3 0 11 |2
7 6 |4 |0 |5
0 |0 8 |3 |2

A Vogel-Korda eljaras indulé programjahoz a sorokat és oszlopokat rangsorolni kell. A
rangsorolas a kovetkezoképpen torténik:

A redukalt matrix minden sorabol és oszlopabol kivalasztjuk a két legkisebb elemet és
képezziik akiilonbségiiket.

Ezeket sor ill. oszlopdifferenciaknak nevezziik.

Sordifferenciak Oszlopdifferenciak

F1.sor: 3 R1. oszlop: 6
F2. sor: 2 R2. oszlop: 3
F3. sor: 4 R3. oszlop: 4
F4. sor: 0 R4. oszlop: 3
R5. oszlop: 2

frjuk ezeket a differenciakat a feladasi helyek elé ill. a rendeltetési helyek folé. Most mar a
kocsiszamokat is felirjuk.
2.33. tablazat

[Differen- |6 [3 [4 [3 |2
| ciak Rl [R2 |R3 |R4 |R5
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3 F1 113 [3 [4 |3 |O 18
2 F2 |16 [3 |0 11 |2 23
4 F3 |7 6 (4 |0 5 32
0 F4 |10 [0 [8 |3 2 27
17 |15 |30 |22 |16 [100

A differenciak megmutatjak, hogy a programozast hol kell elkezdeni.

A programozast mindig a legnagyobb differencia soraban vagy oszlopaban kezdjik. A
programozasnal az alabbi harmas feltételt kell betartani: a legnagyobb differencia, legkisebb
elemére, aleheto legtobb kocsit kell programozni.

Hapl. az elsd két feltétel megegyezik tobb elemnél is, akkor a legtobb programozhaté kocsi
donti el a programba vonand6 elemet.

A fenti feltétel azt jelenti, hogy egy-egy programozasi 1épésnél egy sor vagy egy oszlop kiesik,
és ha sor esik ki uj oszlopdifferenciakat, ha oszlop esik ki, akkor uj sordifferenciakat kell
képezni.

A megoldas soran példankban a sor vagy oszlop kiesését nyillal jeloljik. A nyilakhoz a
programozasi lépést is odairjuk. Példankban az elsd programba vonhato hely az elsd
oszlopban talalhato (differenciac 6) A legkisebb elem a C,,, ami zérussal egyenld: oda
programozunk 17 kocsit, mert az alehetd legtobb kocsi. (2.34. tablazat).

Ezzel az R1 oszlop kiesik, ez az elsd programozasi 1épés. F4 helyen marad 10 kocsi, amelyet
még szét kell osztani. Uj sordifferenciakat kell meghatarozni. (2. differenciaképzés nincs
valtozas).

A kovetkezd programozasi [épésnél a 3. sor és a 3. oszlop johet szoba, mert egyarant 4 a
differencia. A legkisebb elem mindegyiknél O, ezért a programba vonhato elemet a
programozhaté kocsimennyiség alapjan hatarozzuk meg.

A C,, elemre maximum 22, a C,, elemre maximum 23 Kkocsit programozhatunk, ezért a
programozast az utobbinal folytatjuk.
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2.34. tablazat

6. 3 0
Differenciak | 3. 3 0 3 2
1.6 3 4 3 2
5.4.]2. |1
13 3 3 13 |3 [4 |3 [0®[18 |- 6
2 2 6 [3 |o®[11 |2 |23 |- 2
214 4| |7 |6 |4 |0?]5 |32
8 220 0’ [0° (8 [3 [2 |27 |- 5
17 |15 |30 [22 |16 |100
1 3 4

A masodik programozasi |épésnél a 2. sor esik ki. Az R3 igénybdl még 7 kocsi maradt fenn.
Uj oszlopdifferencikat kell képezni (3. differenciaképzés). A 3. 1épésnél egyértelmien a C,,
elemet kell bevonni a programba, 22 kocsival.

Ezzel kiesett a4. oszlop. R3 helyen maradt 10 kocsi. Uj sordifferenciakat kell képezni.

A differencia az elsd sorban és a masodik oszlopban egyarant 3, a legkisebb elem 0. 4.
lépésként a C,, elemet vonjuk programba 16 kocsival, mert a C,, elemre csak 10 kocsit
programozhatunk.

F1. helyen maradt 2 kocsi.

Ezzel kiesett a4. oszlop, uj sordifferenciakat kell képezni.

A legnagyobb differencia 8, ezért a C,, elemet vonjuk programba 10 kocsival. Ezzel kiesett a
4. sor, R2 igényébdl maradt 5 kocsi.

Uj oszlopdifferenciakat kell meghatarozni.

A legnagyobb differencia a masodik oszlopban van, értéke 3.

A 2. oszlop legkisebb eleme 3. (Természetesen a programba még be nem vontak koziil).

Ide programozunk 2 kocsit.

Ezutan mar egyértelmi a szétosztas, mert a 2. és 3. oszlop igényét csak a 3. sor lehetoségébdl
tudjuk kielégiteni.

A C,, elemre 3 kocsit, a C,, elemre 7 kocsit programozunk.

Ezzel a programozast befeeztiik, mert valamennyi kocsit szétosztottuk. Az indulé program
elkésziilt.

Nézziik meg a program eredményeként kapott iiresfutas értékét, felhasznalva a korabban
bizonyitott tételt:

é. C;jxij +C

=1

K=

Qo3

1
iy

ahol
C=arb+ara
i=1 j=1

C=3X8+2x33+1x32+3X7+2x5=243km
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K =32+046+0X3+6>X3+4%7 +0x22+0x7 +0x10+243=295km

Ez az érték megegyezik a disztribucios modszerrel meghatarozott optimummal, tehat a Vogel-
Korda indul6 program rogton optimumot adott. Amennyiben az indulé program nem
optimalis, akkor a potencialok modszerével javitjuk a programot.

A potencialok modszerét a redukalt matrixra is alkamazhatjuk, vagy az eredeti matrixba
visszairva a programozott értékeken végezziik az ellendrzést, majd a javitast. Kontrollként
ellendrizziik a a programunkat a redukalt matrixon. A programozott elemeket alahuzassal
jeloljik.

2.35. tablazat
O 0O -2 -6 -3
3 13 |3 [4 |3 |0
2 |6 |3 |0 11 |2
6 |7 |6 |4 |0 |5
0O |0 |0 |8 [3 |2

Ha leellendrizziik a szabad elemek és a potencialparok viszonyat, lathato, hogy a differenciak
kozott negativ érték nincs, tehat a program optimalis, Itt jegyezziik meg, hogy ha csak O
elemre sikeriil adott feladatnal az indulo programot elkésziteni, vagy a javitas soran ilyen
helyzethez jutunk, ott értelemszertien valamennyi potencial 0, igy rogton megallapithaté, hogy
amegoldas optimalis.

(Megjegyezziik még,hogy a Vogel-Korda modszernél nem kotelezo a matrix redukalasa, de
gjanlatos, mert igy az optimumhoz kozelebb allo indulé programot készithetiink).

2.2.4. A degeneracid kikliszobolése

Degeneraciorol akkor beszéliink, ha afoglalt elemek szamakisebb mint m+n- 1, ahol ma
sorok szama, n az oszlopok szama. Eddigi megoldasaink soran a foglalt (kotott) elemek
szamamegegyezett (m + n - 1) -el tehat, ajavitast elvégezhettiik.

Amennyiben degeneracio 1ép fel, sem a potencialrendszert, sem a zart hurkokat nem tudjuk
egyértelmaen felirni.

Modositsuk a korabbi példank igényelt kocs mennyiségeit és irjuk fel pl. a Vogel-Korda
indul6é programot. A km matrix redukalasa valtozatlan.
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2.36. tablazat

4. 3 4 2
Differenciak | 3. 3 0 3 2
1.6 3 4 3 2
5.4.]2. (1
3333 13 |2 |4 |2 |o® |18
2 2 6 [3 |o®[11 |2 |23 |- 2
4 4| (7 |6 |4 |[0®|5 [32 |- 3
2220 0" [0° |8 [3 |2 |27 |- 5
17 |15 |30 [32 |6 [100
1 4 3

Az elsd programlépésben a C,, elemre 17 kocsit programozunk, ezzel az R1 igényét
kielégitettiik, az F4 helyen maradt 10 kocsi. Uj sordifferenciakat kell felirni.

A masodik Iépésben a C,; -ra 23 kocsit tesziink, amivel F2 lehetoségét kimeritettiik, R3
igénye még 7 kocsi. Uj oszlopdifferenciakat képziink.

A harmadik Iépés soran a C,, elemre programozunk 32 kocsit, amivel F3 lehetosége kimeriilt,
R4 igényét pedig kielégitettiik. Kiesett egyidejileg a 3. sor és a 4. oszlop. Uj sor- és
oszlopdifferenciakat kell felirni.

A 4. 1épésben C,; -ra 23 kocsit programozunk, az 5-ben a C,,-re 10 kocsit.

Végil a C, elemre 5 kocsit, a C;-re 6 kocsit, helyeziink. Itt mar egyértelmii a szétosztas.
Ezzel az indul6 programunk elkésziilt.

Mint latjuk az f = m + n - 1 szabalyt nem tudtuk betartani, mert csak 7 foglalt elemink van.
Azt az esetet, amikor a foglalt elemek szama kisebb, mint m + n - 1, degeneracionak
nevezziik. Annak érdekében, hogy az indulé program ellendrzése, majd a tovabbi javitasa
végrehajthatd legyen, a degeneraciot meg kell sziintetni, vagyisaz f = m + n - 1 szabalyt
érvényesiteni kell.

Uj foglalt elemet kell képezni. Hogy a célfiiggvény értéke ne valtozzon, alkamas helyre 0
kocsit kell programozni. Az akamas hely azt jelenti, hogy tovabb tudunk Iépni a
potencialrendszer felépitésében.

Alkamas hely abban a sorban illetve oszlopban van, amelyben a degeneraciot okozo elem
talalhato.

Programozzunk a C,, elemre O kocsit. Ezzel a potencialrendszer felépithetd.
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2.37. tablazat

3 3 4 3 O
0O 13 |3 |4 |3 |0
-4 16 |3 |0 11 |2
-3 |7 6 |4 |0 |5
-3 10 [0 [8 [3 |2

A potencialrendszer alapjan megallapithat6, hogy az indulé program optimalis eredményt
adott.

2.2.5. Specialis szallitasi feladatok

Eddigi példankban idealis allapotot vizsgaltunk, amikor is

- azigény megegyezett alehetoségekkel

- valamennyi viszonylat jarhaté volt

- nem voltak egyes viszonylatokon vagy altalanossagban szallitasi korlatozasok

Tekintsiik at az ezekre az esetekre alkalmazhatdo megoldasokat, megjegyezve, hogy a példak
egy részét nem dolgozzuk ki az optimalis megoldasig, csak jelezziik az elindulas iranyat,
meghagyva ezzel az otthoni onallé tevékenység végzésének lehetdoségét. Biztatasul annyit,
hogy legfeljebb egy vagy két javitolépéssel lehet az optimumhoz ejutni.

2.2.5.1. Igény éslehetoség egyenlétiensége
A gyakorlatban a legritkabban egyezik meg az igény a lehetdséggel (hiany afolossel).

A &b és § a értek viszonyaaz alabbi lehet

I A

ah=4a

>

A harom relacio koziil alegnagyobb gyakorlati problémat a
a b <4 a viszony adja

Ugyanis ez esetben bizonyos igénylohelyek nem kaphatjak meg akar az ara, akar a kocsi

sziikségletiiket.

Mi lehet a megoldas?

A program megvalosithatosaga érdekében az egyensalyt helyre kell allitani.

a) Az egyik kézenfekvo eljaras - megelozendd azt, hogy esetleg valaki egyaltalan ne kapja
meg az igényelt aru vagy kocs mennyiségét - hogy redukaljuk (csokkentjiik) az
igényeket.
Ilyen megoldas lehet az ar anyos teher viselés, azaz mindenki az igényéhez aranyosan vesz
részt ahiany "elviselésében”.
Ez esethen az a értékek csokkenek az alabbi modon:

_ é aj B é. bi a

al=a j

] ] é a
Ily modon helyreall az egyensuly és
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a a’ =3 b, allapot utan lehet az optimalizalasit elvégezni.

b) A masik megoldas, hogy magara az optimalizalé eljarasra bizzuk annak eldontését, hogy
melyik igénylohely milyen mértékben "részesedik™ fiktiv arubol vagy kocsibol. Ez esetben
az egyensuly érdekében névleges (fiktiv) feladohelyet vezetiink be, melynek szimbéluma
C R
Az ehhez tartozo fiktiv kocsimennyiség

by=a a- a b érekkel.

Azért, hogy a célfiggvényt afiktiv szallitas ne befolyasolja, bevezetjiik a
Cy; =0 koltségelemeket.

Tehat amatrixot egy sorral bovitjiik.
Az €l6zo példaban noveljiik meg R1 és R2 hely igényét 10-10 kocsival, akkor az 1j
kibovitett marix az alabbi lesz.

2.38 tablazat

R1 R2 R3 R4 R5

F1 |16 |8 7 6 3 18

F2 |8 7 2 13 (4 |28

F3 |8 9 5 1 6 |32

F4 |3 5 11 |6 5 |27

FN |0 [0 O |O 0 |20
2r 25 30 22 16 120

Az FN soraban programozott értékek a fiktiv igény-kielégitést jelentik.

Amennyiben é b, > é a;, az annyit jelent, hogy talkinalat van és itt a probléma abbdl
adodhat, hogy az ara raktaron marad, a kocsit pedig a kirakohelyen tarolni kell.
Ez esetben az egyensualy helyreallitasa érdekében névleges (fiktiv) rendeltetési helyet kel
bevezetni, melynek szimbéluma R,,.
Az ehhez tartozo névleges kocsimennyiség

ay = é bi - é. aj
Itt is bevezetjik a C,, = 0 koltségelemeket.
Tehat a matrixot egy oszloppal bovitjiik.
A kiindul6 példanknal noveljiik meg F1 és F2 kocsifeleslegét 10-10 kocsival, akkor az 1j
kibovitett matrix az alabbi lesz.

2.39 tablazat

RI R2 R3 R4 R5 RN
F1 |16 |8 6 (3 |0 28
F2 |8 7 13 |4 |0 33
F3 |8 9 5 1 6 |0 32
F4 |3 5 11 |6 [5 |0 27
17 15 30 22 16 20 120

\‘

N
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Az RN oszlopbaban programozott értékek az adott feladohelyen tarolandd kocsi
mennyiséget jelentik. (A kocs allvamarad.)

2.2.5.2. Szallitas korlatozasok
A korlatozasoknak két valtozata lehetséges.
- teljeskorlatozas (kizart viszonylat)
- részleges korlatozas (korlatozott szallitas lehetoség)

a) teljeskorlatozas bevezetésére a szallitasi feladat soran tobb okbol is sziikség lehet

adott (i, j) relacioban nincs kiépitve utvonal, vagy nem létezik kapcsolat afelads és fogado
helyek kozott

névieges feladohely programba valo beépitése esetén egyes kiemelt megrendeloknek
minden igényét ki kell elégiteni, igy oda fiktiv helyrdl nem szallithatunk. Ez a feltételen
Igény esete.

névleges rendeltetési helyre tilos valamelyik feladohelynek "szallitani" , mert nincs elég
raktarozas vagy tarolas kapacitas.

Ezekben azt esetekben a tiltott viszonylat C; értékét vegtelen nagynak vélasztjuk. Mivel
az optimalas a minimalis koltség km, stb. meghatarozasaval egyenld, ezért kizart
viszonylathoz tartozo programértékek gyakorlatilag nem keriilhet be a programba.

A kizart viszonylat jelolése az indulo tablan aM  a megfeleld . elem helyén. Feltétlen

igény esetén az adott rendeltetési hely oszlopaban afiktiv feladohelynél O helyére M keriil.
Amennyiben az indul6 program készitse soran kizart viszonylatra is térténne programozas
- ami elofordulhat az utolso Iépésként - akkor értelemszerien nem a potencialrendszer
felépitésével kezdjiikk az indul6 program ellendrzését, hanem alkalmas szabad elemet
programba vonunk, amelyiknek a kizart viszonylat negativ sarokpontja, és a hurok
segitségével korrigaljuk az indulo programot, hogy kizart viszonylaton ne legyen
programozott érték.
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b) Részleges korlatozasok

Egyes feladatoknal nemcsak a szallitas tilalma fordulhat eld, mint szallitast korlatozo
tényezo. Kikothetod, hogy bizonyos viszonylatokban - bar a kocsitovabbitas megengedett -
a tovabbitandé mennyiségnek meghatarozott korlat alatt kell lennie. tehat a kérdéses
elemekre x £ konstans korlatozo feltételt kell eloirni.

Célunk most isaminimalis iresfutas biztositasa.

A Kkérdéses feladatra a programozast valamelyik ismert modszerrel  elvégezziik.
Amennyiben az optimalis program szerint a kérdéses viszonylatra az X £ constans
korlatozas teljesiil, akkor nincs tovabbi tennival6.

Ha x > constans, akkor a kovetkezdkben bemutatott példa szerint jarunk el.

A feladatot és optimumat a korabbi 2.34. tablazat tartalmazza.

Kikotésink: x,, £15.

Esetiinkben tudjuk, hogy ez a kikétés nem teljesiil, ugyanis x,, =22 .

ElsS [épésben a C,, elemre 15 kocsit programozunk, vagyis X,, =15 . (2.40. tablazat.)

2.40. tablazat
"R1 R2 R3 R4 R5
F1 |16 |8 7 6 3 18
F2 |8 7 2 13 |4 23 maradék:17
F3 |8 9 5 = |6 32
F4 |3 5 11 (6 5 27
17 15 30 22 16 100
maradék : 7

Ezzel akoltségelem telitetté valik és atovabbi programozasi |ehetdségbol ki kell zarnunk.
Ezért a kérdéses koltségelem helyére "M" -et helyettesitink. A 3. sor és 4. oszlop
kocsimennyiségét 15 egységgel csokkentjilk. Ezutan redukaljuk a matrixot, és Vogel-
Korda modszerrel elkészitjiik az indul6 programot. (2.41. tablazat)
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2.41. tablazat

1 M 1
2 4 0 1
3 2 0 0 1
-30|13 3 4 0 O 18 - 6
-216 3 0® 8 2 23 -~ 2
1|13 22 0 M 7T 17
0 |07 0° 8 0 2 271 =4
17 15 30 7 16 85
A A A
1 3 5

frjuk fel a matrixot az eredeti koltségelemekkel - de C,, elem M értéka - és vizsgaljuk meg a
potencialok modszerével, hogy van-e javitas lehetdség. (Megjegyzés. eddig a redukalt
matrixon vizsgaltuk a javitas lehetoséget, de a modszer mindkét esetben helyes eredményt
ad.)

2.42. tablazat
7 9 5 9 6
3 [16 8 [7 [6 3
3 |8 |7 |2 |13 |4
0O [8 [9 [ [M |6
4 |3 |5 [11 |6 |5

A program a minimalis tiresfutast biztositja. A kovetkezd matrix a problémara ad valaszt,
vagyisa X,, £ 15 feltétel teljesitését biztositja optimalis iresfutas mellett.
2.43. tablazat

16| 8|7 |6 |3 18
8|7 |2®2|13| 4| 23
819 |5 |1°6 |32

3"|5°|11| 6|5 |27

17115] 30| 22| 16 | 100

A program értéke:
K =6xX7+3X1+2xX23+9>5+5x7 +1X15+ 65+ 3X7 +5X0 = 347 km

Mint latjuk a korlatozas jelentos km novekedést idézett €l6. Ez a modszer alkamas arra is,
hogy altalanos korlatozast vezessiink be, vagyis egy adott korlat valamennyi viszonylatra

érvényes Qj £ constasl.

Ez esetben valamennyi érintett valtozot az optimalizalas utan az adott értékre korlatozunk.
ezutan a megfelelo sorok és oszlopok kocsimennyiségét csokkentjiik a korlat értékével. Ujra

66



programozunk ¢s optimalizalunk. Amennyiben ujabb x; értékek I€pik tal akorlatot, az eljarast
addig folytatjuk, mig valamennyi valtozorateljesil akorlat.

2.2.6. Komplex feladat a szallitasi probléma vasuti alkalmazasahoz

Adott egy 12 allomasbol allo vonalhal6zat, ahol ismertek az eljutasi lehetdségek és tavol sagok
az egyes pontok kozott.

Ismert az allomasokon a felek kocsiigénye, illetve a reggel 6 orai létszamfelvétel aapjan a
rendelkezésre all6 allomany.

Hatarozza meg az optimalis iires kocs elosztast a halozaton, ha feltétlen igénye van B, C, |

helyne.
Kiindulé adatok

A torzitott hal6zat atavolsagokkal

K ocsiadatok:

T1
®
I
<
—

A |B |C |D |E
Kocsiigény 10122120 |5
Rendelkezésre
allé allomany |25[10|0 |20|15(4 |25|32|10|5 |25|18

K
34(50(15(16(25|2 |8

A kidolgozas elsd Iépése a hiany és folosleg megallapitasa. ez a feltétele annak, hogy a
kibocsato ill. fogadd helyeket megallapithassuk, ill. akm matrixot eldallithassuk.

Hiany ott keletkezik, ahol az igény meghaladja a rendelkezésre all6 allomanyt, folosleg pedig
ellenkezo esetben.
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Hiany ésfolosleg meghatarozasa

A |B |C |D|E |F |G |H MK [L |S
Hiany |- |12|12|- |- [|30|25|- 20(- |- [105
Folosleg [15]- |- [20[10|- |- [17 - [23]10]95

Ez alapjan a matrix felrgizolhato és megallapithato, hogy & a =107 és § b, =97 , azaz
névleges feladohelyet (N) kell beiktatni 10 kocsival és a matrixelemek B, C, | helyen M
értéket, atobbi helyen O -t kapnak.
A km matrix elemeit a szobajovo pontok kozti legrovidebb tavolsag alapjan hatarozzuk

meg.

10
26
42
20

62

Z —r X I mQg >

59
30
14
49

25

32
29
13
22
26
35

15
20
10
17
23
10
10

10
14
13
10
14
15

150
280
130
170
322
150

12

o

30

20

107

1202

2.44. tablazat

A 2.44. tablazatba beirtuk a sor szerinti redukalashoz sziikséges r, értékeket és meghataroztuk
ag rb, osszeget. A redukalt matrix az alabbi és mivel oszlop szerinti redukalas nem
lehetséges (valamennyi oszlop tartalmaz nulla elemet) ebben a matrixban elkészitjiik az indul 6
programot V ogel-Korda modszerrel.
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2. 45, tablazat

13 7
28 8
9 1
0 12 1 0 0 O
27 22 10|0%° 12 49 57 10 22°|15 - 5
10 2 12|12 0% 168 26 25 14 |20 - 9
0 129 17 1° 11 12 0 |10 - 8
27 2 10[10 22 39 47 0 12|17 - 4
10 7 12|30 25 29% 19° 0o 12° |23
10|47 37 10 0° 17 20 |10 - 7
0M 0 0° M 0|10 -6
12 12 30 25 6 20
A A A A
3 1 2 5

A tablazat bal oldalan és fent az aktualis differenciakat jeloltiik. A legnagyobb kiilonbség
legkisebb elemére a lehetd legtobb kocsit programoztuk. Megallapithato, hogy az o6todik
|épés degeneraciot ok ozott.
Havalamennyi kocsit kiosztottuk ellenorizziik afoglalt elemek szamat
fim+n-1
11<7+6-1=12

Tehat val6ban egyszeres degeneracio lépett fel.

Ez esetben a degeneraciot okozoé elem soraban vagy oszlopaban alkalmas helyre O kocsit kell
programoznunk. Az elem megvalasztasanal az a kritérium, hogy zart sokszoget - amelyiknek
minden sarokpontjafoglalt - ne hozzunk létre.

Empirikus megallapitas: altalaban alkalmas hely az, amelyre merdleges sorban vagy
oszlopban a kovetkezd legkisebb szabad elem ¢s az alkalmasnak vélt elem kiilonbsége a
legnagyobb.

Pl. az utols6 oszlopban a - a legalkalmasabb, mert a ra merdleges sorban [évo

|legkisebb szabad elem: 25, igy akiilonbség 13. Mig a || ¢cnen¢zveeza
kiilonbség kisebb. Természetesen, ha nem jol valasztjuk meg a O elemet, a javité [épés soran
mint a hurok legkisebb negativ sarokpontja a megfeleld helyre keriil.

Az indulé program értéke: K =3 ¢ X, +a b,
K=22x3+168+1X0+12X7+29xX12+19>+1202 = 2053 km

frjuk fel a potencialrendszert az indulé programra. A O potencialt az 5 sorra val asztjuk.
2.46.
tablazat
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10 13 29 19 0 12
10 | 0% +12 49 57 10 -22°
-13| 12 -0™ +16° 26 25 14
.28 29 17 1° 11 12 O
0 |10 22 39 47 0 127

0 30 25 ﬁ12 1_95 Qe +1—20
-1947 37 10 0° 17 20
19| M M 0 0°M O

Javito elemek:
d, =12- kb+13G - 11
d,, =0- [B-19F - 10

Hajtsuk végread,, - hoz tartozo javito Iépést. A létrehozott hurok negativ sarok pontjai koziil
lathato, hogy 3 kocsi helyezheto at. A javulas eredménye 3. 11 = 33 km.

Az 1] program a javitas utan a kovetkezd tablazaton lathato, amelyre ismét felirjuk a
potencial okat.

2.47. tablazat

1 13 29 19 0 12

-13(12 0 160 26 25 14
-28129 17 1° 11 12 O

0 [30 25 -29° +19° 0° 12°
-19(47 37 10 0° 17 20
-19/M M +0 -0° M O

Javithato hely :
d,=-10

Hajtsuk végre ajavito [épést. Lathato, hogy ezzel alépéssel 9 kocsit tudunk atprogramozni. A
javulas mértéke: 9. 10 = 90 km.
A javito |épést és a potencialokat az 2.48. tablazat tartalmazza.

2.48. tablazat
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-9 3 19 19 0 12
9 |0% 12° 49 57 10 22
-3 (12 0 16" 26 25 14
18|29 17 1° 11 12 O
0 [10 22 39 47 0 127
0 |30 25 29 19 0 12°
-19|47 37 10 0° 17 20
-19\M M O O M ©

A szabad elemekbdl kivonva a hozzajuk tartozo potencialpart megallapithatjuk, hogy elértiik
az optimumot; d,; = 0.

A d, =0 azt jelenti, hogy ez az elem semleges elem, programba vonasa nem javitja, de nem
is rontja az optimumot. EIdonye, hogy mint alternativa dontési lehetoséget termet két azonos
értéka optimalis valtozat kozott.

K =2053- [33+90Q 1930 km
A kocs eloszlasprogramjat grafikusan is abrazoljuk.
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2.2.7. Gyakorlé feladat
Egy korzet fedett vasati kocsi helyzete 6 orakor allomasonként az alabbi:

Allomas A |B |C |DJ|E |F |G [H|I K I|L |[M
Kocsi igény 40 [35([5 [43]20]15]|0 |20(22 (18|21 |15
L ehetoség 20|60 |0 (5 [39]22]15]10]22]10 (10|26

A korzet allomasainak térbeli helyzete a km tavolsagokkal:

A 18 L 10 M 18 C

Hatarozza meg az allomasok hiany-folos helyzetét, az érdekelt pontok kozotti legrovidebb
utvonaat, majd aminimalis iresfutast, haA és C helynek feltétlen igénye van.
Eqgy viszonylaton legfeljebb 15 iires kocs kozlekedhet.

2.2.8. Attekinté kérdések

- Mondjon néhany példat a szallitas probléma akalmazasi teriileteire!

- Mi amodellezés|ényege a szallitasi problémanal ?

- Milyen tipusa dontéselokészités folymatnak része a szallitasi probléma, illetve megoldasa
?

- Mirekell térekedni a szallitasi probléma megoldasa soran ?

- Mi alényege az indul6 program javito |épéseinek ?

- Mi aVogel-Kordaeljaras és hol alkalmazzuk ?

- Mi ateendd, haaz igények és lehetoségek eltéroek ?

- Milyen korlatozasokat ismer és ezekre mi a megoldasi javasata?

- Ismertesse avasiti lireskocsielosztas optimazilasanak 1épéseit !

2.3. Hozzarendelési probléma
Tegyiik fel, hogy egy javitoiizemben ahol n db. hibas gép van, m f5. szereld dolgozik.
Mindegyeik gép javitasahoz mindegyik szerelo ért és az egyes gépek javitas idege attol fiigg,
hogy melyik szereld végzi rajt ajavitast. A feladat az, hogyan osszuk szét a gépeket a szerelok
kozott, hogy ajavitas (allas) ido 6sszességében minimalis legyen ?
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Nézziink egy masik feladatot.

Egy csomoponton n vonat érkezik és m vonat indul naponta, amelyek azonos tipusa
mozdonnyal vagy éppen azonos tipusa szerelvénnyel kozlekednek.

A feladat az, hogy melyik érkezo vonatot melyik induloval " forditsuk", vagyis
melyeket rendeljiik egymashoz, hogy az 6sszes fordulé ido minimalis legyen.

Végil egy utolsé példa: Tételezziik fel, hogy van m garazs és m igénylohely. Minden
garazsban egy gépkocsi van és minden fogadohelyen egy kocsi igény jelentkezik. Ismertek az
eljutas idoadatok vagy tavolsagok. A feladat olyan program készitése, amelyik biztositja a
jarmavek minimalisidoraforditas vagy kocsikm melletti eljutasat arendeltetés helyekre.

A harom példa kapcsan lathato, hogy a hozzarendelési probléma kiilonleges feladat a szallitasi
problémakoron beliil.

A probléma lényege, hogy F (i=212..m) feladohelyrdl (kibocsatohelyrdl) szarmazo
egységek hogyan jutnak el R, [Dzl,Z...mg rendeltetési (fogado) helyre minimalis koltség,
tavolsag, 1do, stb. raforditas mellett.

Ez amodell annyiban tér el a korabban targyaltaktol, hogy minden feladohelyen egy egység all
rendelkezésre és minden fogadohely igénye szintén csak egy.

Azokat a szillitas jellegh feladatokat ahol b, =1 minden i-re, a; =1 minden j-re, valamint x;;

csak egész értckeket vehet fel hozzarendelés feladatnak nevezziik.
X; =0 vagy 1

=
1
=

Qo= T3
x
11
=

1l
[y

A
I

o O .
a a c; x; ® min.
j

Ha x; =1 azt jelenti, hogy az i-dik ¢s j-dik viszonylat kozott van kapcsolat, ha x;; = 0, akkor
nincs.

A fenti korlatokbol kovetkezik, hogy a matrix csak négyzetes lehet. Ha a feltéte a
kiindulaskor nem all fenn, fiktiv kibocsato vagy fogadé helyek beiktatasival ez biztosithato.

2.3.1. Megoldasi médszere

A megoldas az eddig tanalt moédon nem lehetséges, sem az indul6 program sem a
potencialrendszer vonatkozasaban (f=m és nem m+m-1).

A feladatot az igynevezett magyar modszerrel oldjuk meg.

A megoldast egy példan keresztiil mutatjuk be.

Adott 6 kiilonb6zd hely egy- egy jarmavel és van 6 rendeltetési hely egy-egy jarmi igénnyel.
Ismertek az egyes pontok kozti eljutasi idd adatok, melyet a 2.49. tablazat tartalmaz.

A feladat olyan program készitése, amely biztositja a jarmivek minimalis iddraforditas
melletti eljutasat arendeltetési helyekre.

2.49. tablazat
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Pyl
N
Pyl
w
py)
N
&
Py
()]

F1
F2
F3
F4
F5
F6

W Rk NN NS

Rlono o N oo A
RlOl o 01 01 ©
RO N M O© N O
RPlWw P w o >~DN
RlO N © o N N
RN 0 0 NN ©
oO|lRr P RPr RPR R RO

A feladat megoldasat a matrix redukalasaval kezdjik . A redukalas kotelezd mert
programozni csak 0 elemre lehet.

A redukalast soronként kezdjiik a sor legkisebb elemével [J (

Su, =15, erre az osszegre késdbb még szitkségiink lesz. A redukalt matrixot a kovetkezd

tablazat tartalmazza.
2.50. tablazat

OIN 00 O W w U
OoON 01 W O N O
N oo N B 01 &
oo o rr A DNO
RO O N = 01 )1
ol N O DN O N

Vi

Sv, =3
J
Az oszloponkénti redukalas eredménye a 2.51. tablazat
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2.51. tablazat

N IO W w Ol

N WO N O
J

N

ol ESIE S S VN N
W[ H - ANO
oo oy & s
SN N ER RN =N

Ebben a tablazatban elvégezziik a programozast. Megkeressiik az un. fiiggetlen nulla
elemeket, amelyekre egyértelmien programozhatunk. A fiiggetlen nulla elemet (programozott
elemek) alahtzzuk..

Eloszor soronként indulunk. Az elsd sorban egy nulla elem van erre egyértelmien
programozhatunk. A negyedik oszlopban van még két nulla elem, ezek fiiggo nulla elemmé
valtak, ezek nem vonhatok programba. (Athizzuk ferde vonallal.)

Megjegyezziik, hogy a programozast kezdhettiik volna az utolso sorban is, akkor mas lett
volnaafiiggo nullaelemek helye.

A masodik sor utolso nulla eleme szintén programba vonhat6. A 3. sorban kért nulla elem
van, ezért nem egyértelma a programozas. Ugyanez a helyzet, a4. sorban is. Az 5. és 6. sorba
nem tartalmaz fiiggetlen nulla elemet.

Ezutan oszloponként programozunk.

Az elsd oszlopban egyértelmien programozhatunk, mert egy fiiggetlen nulla elem van. A
soraban 1évo nulla elemet athtizunk, mert mar nem vonhat6 programban. A masodik oszlopba
IS egyértelma a programozas, viszont a 3 sor 5. eleme ezaltal fiiggd nullaelemé valt .A 3. ésb5.
oszlopban nincs fiiggetlen nulla elem, igy ezekben az oszlopokban nem tudunk programozni.
Az elsd titemben 4 kocsit tudtunk kiosztani a hatbol. Jeloljiik a hianyt d-vel, tehat d =2.

Mivel programozni csak nulla elemre lehet, ezért ujabb nulla elemeket kell képezni. A
redukalast tovabb folytatjuk. Ehhez csillaggal megjeléljiik a programba be nem vont sorokat
€s 0szlopokat.

A csillagga megjelolt oszlopokra ill. sorokra merdlegesen a O elemeken keresztiil
fedovonalakat huzunk.

Az 1, 2, 3, jelt fedovonal meghtzasa utan még maradt lefedetlen nulla elem. Ezért ujabb
feddvonalat huzunk.

Két fontos szabalyt kell betartani:

% minden nulla elemet le kell fedni,

¥ programozott nulla elemen két fedovonal nem ker etezheti egymast.

A negyedik feddvonalat tetszolegesen, akar vizszintesen, akar fiiggolegesen meghuazhatjuk.

Mi fiiggolegesen huztuk meg.

Azokat anulla elemeket, amelyeket programba vontunk, fiiggetlen nulla elemeknek nevezziik.
Feladatukba négy ilyen nulla elem van. Ez a maximalis szam. A matrix négy fedovonalat
tartalmaz, ennél kevesebbel nem lehet lefedni a nulla elemeket. Ez tehat a minimalis szam. A
két érték kozotti osszefiiggés az alabbi:
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A Konig-Egervari tétel kimondja: valamely matrixban a fiiggetlen nulla elemek maximalis
szama egyenld afedovonalak minimalis szamaval.

Az Gjabb nulla elemek képzéséhez az alabbiak szerint jarunk el:
a) megkeressiik alegkisebb lefedetlen elemet,

b) afedetlen elemeket ennyivel csokkentjiik,

C) az egyszer lefedett elemeket valtozatlanul hagyjuk,

d) akétszer lefedett elemeket ennyivel noveljik.

Az eljaras eredményeként a 2.52. tablazatot kapjuk. A redukcio értékét jeloljik r-el, r = 2.
rxd=4.

2.52 tabla

IOOOOOF[HU'I-b
WwoloNdDN
A N0 MO

I:chloool—\oo
I\JI\JFHI\JI—‘IO
FHIOOOO')I\JFH

Az uj matrixban ismét végrehajtjuk a programozast az el6zdkben leirtak szerint. Mivel
minden jarmavet sikeriilt kiosztani, programunk optimalis.
Az optimalis megoldas az eredeti matrix elemekkel:

) K=6+2+6+2+1+5=22
Irjuk fel akorabban szamitott értékeket:
Su =15

Sv].:3
Srxd=4
Osszesen: 22

Tehat akét érték megegyezik. Ez az 6sszefiiggés mindig fennall, ezért biztositott az ellendrzés
lehetdsége.
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2.3.2. Egy vasuti szervezési feladat megoldasa

Adott egy vasitvonal, melyen naponta 5 par személyszallito vonat kozlekedik. A vasatvonal
kezdopontja "A", végpontjaa"B" allomas.
"A" allomason van a vontatasi telep. Készitsiik el a vontatojarmia és személyzete fordulo
tervét az alabbi feltételekkel:

- A személyzetvezénylési terv biztositsa a szolgalati idd minimumat.
- A mozdonyfordul6 terv az 6sszes fordulasi idd minimumat adja.

(Ez egyuttal az optimalis mozdonyfordulot jelenti, mivel a menettartamok adottak és
barmilyen fordul tervet készitiink, 6sszegiik allando, ugyanarra a vonathalmazra nézve).
- A komplex forduléterv biztositsa, hogy a vonal kezdo és végpontjan a személyzet

ugyanazzal a mozdonnyal forduljon.

- A fordulasi normaiddo a személyzetnél és a vontatojarmiveknél min. 1 éra. Tehat a
fordulasi ido: t, 3 1 6ra
A feladatot az alabbi menetrend-abra szemléltel.

Az"A" allomasrol indul 6 vonatok:

7. abra
Azindulas ésérkezés adatokat a menetrend-abrabol nyerjiik.

vonatszam indulasi ido érkezés idd
10 2 6ra 5éra
12 6 ora 7 ora
14 10 ora 14 6ra
16 19 o6ra 21 6ra
18 23 6ra 2 6ra

A "B" allomasrél indul 6 vonatok:

vonatszam indulasi ido érkezés idd
11 3ora 5éra
13 8 ora 11 6ra
15 12 o6ra 17 6ra
17 16 ora 20 ora
19 23 6ra 2 6ra

Elsd |épésként hatarozzuk meg a személyzetvezénylési tervet.
Az"A" allomason laké személyzet szolgalathan toltott idegjét a 2.53. tablazat tartalmazza.

2.53. tablazat
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11 13 15 17 19
1027 9 15 18 24
1223 5 11 14 20
14 (19 25 31 10 16
16 (10 16 22 25 7
186 12 18 21 27

Az indul6 vonatokat sorok szerint, az érkezd vonatokat oszlopok szerint tiintetjik fel. A
matrix elemei az i-edik szamu indul6 vonat indulas idejétdl a j-edik vonat érkezés idejéig
eltelt idot jelentik.

A "B" allomason lako személyzet szolgalatban toltott idejét a 2.54. tablazat tartalmazza.
2.54. tablazat

11 13 15 17 19
1026 21 17 13 30
124 23 19 15 8
14 {11 30 26 22 15
16 (18 13 9 29 22
18 |23 18 14 10 27

Ebben a matrixban az indulé vonatokat oszlopok szerint, az érkezd vonatokat sorok szerint
tiintetjiik fel.

A matrix eleme a j-edik indulé vonat indulasi idejétol az i-edik vonat érkezéséig eltelt idot
tartalmazzak.

A két matrix alapjan egy uj matrixot készitiink, amely az egymasnak megfeleldo elemek koziil
a kisebbiket tartalmazza. Ahol azonos az idoelem, tetszolegesen val asztunk.

2.55. tablazat
11 13 15 17 19
10[26 9 15 13 24 u,=9
12|14 5 11 14 8 u,=4
14|11 25 26 10 15 u, =10
16|10 13 9 25 7 u,=7
186 12 14 10 27 Ug =

Ez a matrix tartalmazza azokat az idoelemeket, amelyek az egyes vonatparoknal programba
vonhatok.
A kovetkezd 1épésekben a magyar modszer szerint megoldjuk a feladatot.
Redukaljuk a matrixot el6szor sorok szerint (2.56. tablazat),

a u=36ora
A kovetkezdo lépésben elvégezziik az oszlop szerinti redukalast, amit a 2.57. tablazat
tartalmaz. Az oszlopok szerinti legkisebb elemek 6sszege:

av=2.
Megjegyzés: csak a 3. oszlopban van, nullatol kiillonb6zo elem: v, = 2.

2.56. tablazat
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17 0 6 4 15
0O 1 7 10 4
1 15 16 0O 5
3 6 2 18 O
0O 6 8 4 21
2.57. tablazat
17 0 4 4 15
0O 1 5 10 4
1 1514 0 5\|- 3
3 6 0 18 0|~ 2
0O 6 6 4 21|*
- - *
1 4

Végezziik e aprogramozast ebben a matrixban.
Ebben a programozasi [épésben egy vonatpart nem tudtunk kiosztani, Gjabb nulla elemeket

kell képezni afedovonalak meghuzasa utan. A legkisebb lefedetlen elemérték 4, ezért d . r =
4

2.58. tablazat
17 0 £ A& 15
£ 1 1 6 0
5 19 14 0 5
7 10 0 18 A&
0 6 2 & 17

A masodik programozasi |épésben minden vonatparhoz hozza tudtuk rendelni a személyzetet.
Az osszes szolgalatban toltott ido kiszamitasahoz a 2.55. tablazat értékeit vessziik figyelembe.
Egyuttal a két allomas kiindulasi matrix segitségével meghatarozzuk, hogy melyik allomas
személyzete latja el a szolgalatot.

vonatpar allomas szolgalati ido
10-13 A 9
19-12 B 8
17-14 A 10
15-16 B 9
18-11 A 6
0sszesen: 42 6ra

Ellendrizzik aredukalas értékekkel:
au=36
av=2
dxr= 4
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Osszesen: 42 ora

Tehat az 6sszes szolgalatban toltott ido minimuma 42 éra.

Harom vonatpar személyzete "A" allomason, két vonatpar személyzete "B" allomason lakik.

A mozdonyfordul6 elkészitéséhez az egyes allomasokon a fordul6idd minimumat kell
meghatarozni. A forduloidonél figyelembe kell venni, hogy az nagyobb vagy egyenlo |ehet
mint az 4llomasra - vagy vonatra - meghatarozott fordulasi normaidg, vagyis t; 3 t;.

Az "A" allomasrol indulé és oda visszaérkezd vonatok forduldidejének minimumat a "B"
allomasra vonatkozo fordul6idd matrixat, vonatparonként a 2.59. tablazat tartalmazza.
Figyeljik meg, hogy a sorok ill. oszlopok ko6zott linearis fiiggés all fenn, ami a redukalas
soran még szembetinobb.
Végezziik e aredukalasat soronként. A soronkénti legkisebb értékek rendre:

u=3; u=1; u,=2; u,=2; u=1.

au=9odra

2.59. tablazat

11 13 15 17 19
1022 3 7 11 18
12120 1 5 9 16
14 |13 18 22 2 9
16 |6 11 15 19 2
181 6 10 14 21
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2.60. tablazat

19 0 4 8 15
19 0 4 8 15
11 16 20 0 7
4 9 13 17 O
0O 5 9 13 20

Ezutan az oszlopok szerinti redukalast végezziik €.
vV, =4; é v =4ora
A nullararedukalt matrixot a 2.61. tablazat tartalmazza
2.61. tablazat

11 13 15 17 19
10119 0 0 8 15
12119 0 0 8 15

14 (11 16 16 0 7
164 9 9 17 0
180 5 5 13 20

A programozas soran megallapithatjuk, hogy az elsd és masodik sor, valamint a masodik és
harmadik oszlop programba vonasa nem egyértelmi. A valasztas tetszoleges. Valasztasukhoz
felhasznaljuk a személyzetfordulo soran kiadodo optimumot. Ahhoz, hogy a személyzet a
fordul6 allomason ne valtson mozdonyt, a 10-13 vonatpart kell programba vonnunk. Ezutan a
12-15 vonatpar programba vonas egyértelmd.
A fordul6 idd minimumaakiindul6 matrix elemekkel:

3+5+2+2+1=13¢6ra
Ellendrzéssel : d u+a v=9+4=13¢ra

A mozdonyfordul6 terv készitése soran mar korabban megallapitottuk, hogy az egyes sor
illetve oszlopvektorok egymastol linearisan fiiggnek, ezért az optimalis megoldas O értékel
egyszeriibb modszerrel is megoldhatok.

Tehat a hozzarendelési problémakoron belil egy specialis esettel allunk szemben: a sorok
illetve az oszlopok elemei kozotti kiil onbség konstans. Ennek oka a menetrend.

Példaként nézzilk meg a 2.59. tablazat elsd és masodik soranak elemeit. A 12. sz. vonat 2
oraval késdobb érkezik mint a 10. szamu, ezért az 6sszes indulé vonatokhoz viszonyitva 2
oraval kisebb aforduloidegje.

A magyar modszer szerinti végeredményt kozvetleniil megkaphatjuk az alabbi eljarassal, amit
grafikus mozdonyfordul é tervezés modszernek neveziink.
A modszert a "B" allomas fordulasi iddinek optimalizalasira mutatjuk be az
osszehasonlithatosag érdekében.
a) Irjuk fel iddrendbe szedve fiiggdlegesen az érkezd vonatszamokat és az érkezési idoket,
vizszintesen az indul6 vonatszamokat és indulasi idoket négyzethal 6s papiron.
Ezek kijelolik azoknak a matrix elemeknek a helyét, amelyek a vonatparok fordul6idait
jelentik.
2.62. tablazat
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f)

f)

¢))

ind.

v.sz. |11 |13 |15 (17 |19
érk.
v.sz. [idd |03 |08 |12 (16 |23
10 |05 1
12 |07 1
14 14 1
16 (21 1
18 |02 1

Minden sorban vizszintes vonallal alahtzzuk azokat a négyzeteket, amelyek a legkisebb,
de anormanal Qn ! nagyobb, vagy egyenld fordul 6idot tartalmazzak.

Megjegyzés : aforduloidoket nem kell beirni a négyzetekbe!

A vizszintes vonalak bal oldali végeit fiiggoleges vonalakka 6sszekotjiik ugy, hogy a
fliggoleges és vizszintes vonalak a legkisebb fordulasi idoket tartalmazé négyzeteket
alulrél ésbal oldalrol hataroljak.

Ahol a vizszintes vonal a fiiggoleges vonalat nem metszi, ott a vizszintes vonadat a
kovetkezo fliggolegesig meghosszabbitjuk.

Az eldallitott hatarvonal jobb oldalra esd kiugro csacspontjan vagy csacspontjain keresztiil
meghtzzuk az un. vezéregyenest (szaggatott atlo).

A hatarvonal azon csacspontjainak szakaszait, amelyek érintik a vezéregyenest,
meghosszabbitjuk. Vizszintes egyenesnél az elsd fiiggolegesig, fiiggdlegesnél az elsd
vizszintesig.

Ezzel az adott fordulé allomasra az optimalizalas elkésziilt. A két hatarvonal kozott van
az optimalis- vonatparokra vonatkozo - fordulok halmaza. Ez a vastag vonallal hatarolt
teriilet megegyezik a.2.61. tablazat nulla e emeinek halmazaval.

Megjegyzés. a matrixot mind a sorok mind az oszlopok vonatkozasaban "folytonosnak"
tekintjiik. Ez annyit jelent, hogy tetszdleges a kezdd vonatszam csak az idorendi sorrendet kell
betartani. Ezt az €) - g) pontoknal figyelembe kell venni.

Az egyes elemek programba vonasanak elve megegyezik a korabban leirtakkal. (A
programozott elemeket 1-el jeloltiik.)

Az djarast valamennyi fordulé allomasra - a példankban az "A" allomasra - végre kell
hajtani.

2.63. tablazat
ind.
v.sz. |10 |12 |14 |16 |18
érk.
v.sz. |id6 |02 [06 |10 |19 |23
19 02 1
11 05 1
13 11 1
15 17 1
17 20 1
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A "A" allomas fordulot - a"B" allomasrol indulo és oda érkezd vonatokra vonatkozoan - a
2.63. tablazat tartalmazza. A jobb attekinthetdség érdekében a 19. sz. legkorabban érkezo
vonattal kezdjiik az érkezd vonatokat feltantetni.

Az eljaras megegyezik a "B" allomas forduléjanak grafikus megoldasaval (A programba be
nem vonhaté vonatparokat satirozassal jel6ltiik.)

Mint latjuk, ebben a matrixban nem tudunk egyértelmien programozni. Ha nincs egyéb
kritérium, akijelolés tetszoleges.

A személyzetfordulo segitségével a 19-12 és a 15-16 vonatpart kijelolhetjiik. Ezutan
egyértelmaen programbavonjuk a 11-14 elemet.

A tovabbi két elem programba vonasahoz tetszolegesen kijeloljiik az egyik "nulla’ elemet: 13-
18. Ezutan mar egyértelmi a 17-10 vonatpar programba vonasa. Ezzel kész az "A" allomas
fordulojais.

A teljes fordulotervhez a programba vont vonatparokat folyamatosan felirhatjuk a 2.62. és
2.63. tablazat alapjan mindaddig, amig akiindul6 vonatszamhoz nem érkeziink.

Forduloterv sorszama | Vonatszamok
1 10-13-18-11-14-17-10
2 12-15-16-19-12

Az 1. fordulo6 idosziikséglete 2 nap, a 2. forduloé egy nap, tehat 6sszesen harom mozdonnyal
lehet afeladatot optimalisan megoldani.

A forduléterv elkészitésének altalanos médszere a kovetkezé: Kiindulunk tetszolegesen
egy forduloallomas matrixabol - célszerségi ok miatt ez altalaban legyen valamelyik
telephely - ¢és tetszolegesen kivalasztott indulé vonattal, amely egy kovetkezo
forduléallomason mint érkezd vonat jelenik meg, megkezdjiik a vonatok felfizését a
forduloba, az érkezd vonathoz mindig az optimumhalmazon beliil kivalasztott indulé vonat
hozzarendelésével.

Az Gjabb indulé vonat ismét érkezo vonatként jelenik meg valamelyik forduloallomason.
Tehat az eljaras soran egyik forduloallomasrol at kell térni egy masik fordul6allomasra és ott
el kell végezni az egymashoz rendelést. Az eljarast addig folytatjuk, amig valamennyi vonat
fordul6ba vonasa megtorténik (Minden vonat csak egyszer keriilhet forduloba). Amennyiben
az elsdként kivalasztott indulo vonattal kotelezoen zarul a fordulo és még van forduloba be
nem vont vonat, akkor ez mint részfordul6 lezarul és egy 1 indulo vonattal G fordulokészités
kezdodik.

Mindaddig kell folytatni a vonatok egymashozrendelését, amig az adott vonathalmazra nézve
valamennyi vonat fordul6ba vonasa meg nem torténik.

Mivel avonatok egymashoz rendelése az esetek nagy részében tobb valtozatban |ehetséges az
optimumvalasztékon beliil, tobb azonos értéka fordulovaltozat is készitheto.

Az optimumhalmazon beliili egymashozrendelés konkrét megoldasatol fiiggetleniil az adott
forduloallomasi 6sszes fordul6idd megegyezik a vezéregyenes altal metszett és elvileg
egymashoz rendelhetd fordulasok 6sszegével.

Az egymashoz rendelésnél a személyzetvezénylési, napi gép-és szerelvény vizsgalati igény,
egyéb (pl. helyi tolatasi) feladatok egyedi figyelembevételével |ehet a valasztast eldonteni
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A magyar modszer grafikus megoldasa a stabil fordulotervezésen kivill az operativ
mozdonyfordul ok készitésénél is hasznosithato, mivel nagy matrixok esetében is egyszerd, és
gyors megoldast ad.

Pl. a 12 6ras vonatforgalmi tervvel egyidegileg elkészithetd a mozdonyvezénylés terv is,
amely figyelembe veszi az egyes mozdonyok honallomasi idosziikségleteit (pl. napi vizsga)
ill. az esetleges vonatkéséseket.

A fordulétervezés gyakorlati megval ositasa

Amennyiben a bemutatott modszerrel torténik a fordulo tervezése, szamos olyan kedvezo
elemzés és dontési lehetoség adodik, amelyek mérlegelése és alkalmazasa csokkentheti az
improduktiv idot és ezaltal novelheti a mozdonyok és szerelvények extenziv kihasznalasat.

A grafikus modszer alkalmazasanak elonyei:

a) Tetszoleges szamu fordulo allomas veheto figyelembe, tovabba a halmaz vonatainak
szama tetszolegesen bovithets. [ly modon ahalézati szemléletmaéd érvényesitheto.

b) Egyértelmien meghatarozhaté valamennyi érkezd vonathoz az a legkésobbi indulo vonat,
amelyik az optimumhalmazon beliil csatlakoztathaté. Ezaltal a jarmifelhasznalas
tervezése soran ujabb lehetdségek adodnakaz optimum modositasa nélkiil.

c) Altalaban tobb elemi fordulévaltozat készitethets, igy a halmaz egészére nézve optimalis
fordulévaltozatok sorozatat lehet eldallitani.

d) A fordulovaltozatok kozili valasztas soran a helyi sgjatossagokra figyelemmel -
személyzetvezénylés, napi vizsgalat igénye és vontatas telepen belili litemezése,
szerelvényvizsgalat - lehet donteni.

€) Meghatarozott |épéssorozattal lehet a gépmeneteket, illetve szerelvényvonatokat
betervezni egyrészt paratlan matrixok esetén, masrészt ha a vonatvalaszték osszetétele
miatt a menet beiktatasa jelentos fordulojavulast eredményez.

f) Meg van a lehetoség a forduldterv tudatos és egzakt modszerrel torténd javitasara az
improduktiv idd csokkentése céljabol. A javitasi [épéslehetdségek az alabbiak:

¥, adott fordul6allomason, adott vonatparhoz tartozo fordulasi normaido csokkentése,
¥ vonatpar kivonasa afordulobol konkrét érkezési ésindulasi intervallum kijel6lésével,
¥, tobblet vonatpar fordulobavonasa konkrét érkezés ésindulas intervallumban

¥ menetrend modositasi javaslat érkezo vagy indulé vonatnal.

A javitasi lehetoségek elvi alapja az a megfontolas, hogy egy adott forduloallomas matrixanak
vezéregyenesét, ha egy egységgel balra toljuk, akkor bizonyithatoan a forduloallomason a
fordul 6idok 6sszege 1440 perccel csokken.

2.3.3. Gyakorlé feladat

Adott az A - B vasatvonal hat par vonattal. Készitse el az optimalis személyzetvezénylés és
mozdonyfordul 6 tervet az alabbi kikotések figyelembevételével.
% A mozdonyfordul6 terv biztositsa a fordul 6idok minimumat
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Y A személyzetvezénylési terv biztositsa a szolgalati (tavolléti) idd minimumat.
Y A fordul6 allomason a személyzet ne valtson mozdonyt.
¥ A fordulasi normaidd 1 6ra.
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A menetrendjegyzék az alabbi:
(Az idopontok oraban értendok)

vVsz Aind Bérk vVsz Bind | Aind
111 2 5 112 1 5
113 6 8 114 4 7
115 8 13 116 10 15
117 12 16 118 12 16
119 14 19 120 17 20
121 21 2 122 19 23

A tervezd munka soran vizsgalja meg gépmenet-par alkalmazasanak lehetosségét a fordul 6ido
csokkentés céljabol.
Abrazoljagrafikusan afordul tervet !

2.3.4. Attekintd kérdések

- Mi akiilonbség a hozzarendelési és a szallitasi modell k6zott ?

- Milyen optimalizal6 eljarast ismer a hozzarendelési modell megoldasara.?
- Mi aKonig - Egervari tétel 1ényege ?

- Mit jelent a személyzet, a mozdony és szerelvényfordul6 optimalizalasa ?

- Hol van az optimalizal6 eljaras soran dontési lehetdosége a tervezonek az elobbi
poroblémanal ?
- Milyen specialis eljarassal lehet mozdony és szerelvényfordulot optimalizalni és milyen

beavatkozas |ehetdségek vannak a dontéselokészités folyamatban ?
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3. Korutazasi modell

A korutazasi modell a kombinatorikus modszerekkel megoldhatdo nemlinearis programozasi
feladatok kozé tartozik.

Az operaciokutatas egyik problémakore az "utazo tigynok" (traveling salesman) legrovidebb
utazas tavolsaganak meghatarozasa.

A korutazasi probléma akkor vetddott fel, mikor nagyobb vallalatok, kereskedelmi cégek
uzletkotoket, igynokoket alkalmaztak a termékek értékesitésére. Az tigynokok szamos varost
kerestek fel utjuk soran, majd visszatértek székhelyiikre. A varosok kozti tavolsagok
ismeretében a lehetséges korutak koziil alegrovidebbet kellett meghatarozni.

3.1. A modell altalanos leirasa

A korutazas probléma a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg matematikail ag.

Adott a sikban P pont (i = 1, 2, ..n). B pontbol kiindulva olyan szokszoget kell
meghatarozni, amely minden pontot csak egyszer érint, majd visszatér a kiindulasi pontba, és
alehetséges sokszogek koziil alegrovidebb.

A feladathoz természetesen ismerni kell a pontok egymastol valo tavolsagat. A "tavolsag" a
feladat jellegétol fiiggoen lehet km, idd vagy koltség.

A tavolsag adatokbol felirhato egy n-ed rendii matrix, ahol az érintendd pontok sorrendje a
sorokban és az oszlopokban megegyezik. (3.1.tablazat)

A matrix fodiagnonalisaban a pontok szimbolumat tiintetjiik fel, hiszen az természetes, hogy
barmely pont 6nmagatol mért tavolsaga nulla.
A feladat megoldasa soran mindegyik c; értékhez hozzarendelhetiink egy x; valtozot.

Megjegyezziik, hogy c¢; nem torvenyszeriien egyenld c;-vel de lehetséges (szimmetrikus ill.
aszimmetrikus matrixok lehetségesek).
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3.1. tablazat

P B KPKPKHP
R| R Cp Cy Cy Gy
Flcy P Gy Gy Con
I
Pl Cy C> R G Cin
I
B lcu Cio Gy ¥ Cin
I
P. | Cu Cn2 Ci Cy P,

A tavolsigmatrix valamely c; elemének programba vonasakor a vonatkozé x; = 1. Ha nem
vonjuk be az elemet x; = 0.

Ha x; =1, ez annyit jelent, hogy P, és P, pontot dsszekotottiik, vagyis a korat soran "i"
helységbol a"j"-be megyiink.

Mivel minden pontot csak egyszer érinthetiink, a matrix minden soraban és oszlopaban csak

egy programba vont koltségelem lesz.
Vagyis akorlatozo feltételek:

Sx;=1
i=1
és

X; =1
j=1
A matrix programba vont elemeit 6sszekotve kapunk egy szokszoget, ami egy lehetséges
korutat jelent.
A korut hossza:

K= S S G X;
i=1 j=1

Ennek minimuma jelenti a célfiiggvényt.
A korutazas modellnél feltétel, hogy a kiindulo allomasbol valamennyi helységet érinteni
kell, majd vissza kell térni akiindulasi helyre.
Az x; valtozok értelmezésebdl kovetkezik, hogy korat akkor és csak akkor alakul ki, ha az

X; =1 értékii valtozok indexeinek sorrendje megfelel az | :i12’i23!"'iblg1!in1 indexhalmaz
konstrukciojanak. Ez biztositja, hogy a végsd megoldas korat lesz.
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3.2. A korutazasi modell megoldasa

A korutazasi modellnek tobb megoldo eljarasaismert a szakirodal omban.

Egyik eljaras az un. Croes megoldo algoritmus, amely jo kozelitd modszerként értékel heto.
Mindig optimalis megoldast ad, némileg hosszadalmasabb szamitasi eljarassal, az un.
korlatozas és szélvalasztas modszerén aapulo "dontés fa' eljaras amelyet J.D.C. Little ésK.
G. Murty dolgoztak ki. 1963-ban. Mi a kovetkezokben ezzel a modszerrel foglalkozunk.
Nézziink egy konkr ét feladatot, és ezen ker esztiil a megoldé eljarast.

Egy varos aruteritd jarat "A" kdzpontbol kiindulva 5 helyet szolgal ki. Hatarozzuk meg a
minimalis utvonal hosszalt tgy, hogy ajarat "A" telephelyrdl kiindulva minden helyet egyszer
érintsen és visszatérjen akiindul6 helyre.

3.2. abra

A B C D E Flu,
AlM 3 3 4 6 5|3
B| 1 M 4 3 5 411
C| 6 6 M 11 9 8|6
D| 4 3 7 M 4 313
E| 4 3 5 8 M 713
F| 3 6 4 7 7 M| 3
19

A foatloban elvileg 0 értékek vannak, viszont mivel onmagabol 6nmagaba nem mehet a jarat,
ezért azokat az elemeket kizartuk a programozasbol M értékkel.

Elsd lépésben meghatarozzuk a korutazasi feladat megoldasanak azt a legkisebb értékét,
amelynél rovidebb bejarasi titvonal nem lehetséges. Abbdl a meggondolasbol indulunk ki,
hogy amennyiben a matrixot redukaljuk, a bejaras sorrendje nem valtozik, csak az ttvonalak
hossza csokken.

Ha sikeriil olyan korutat 1étrehoznunk melyiknél csak nulla el emekre programoztunk, akkor a
program értéke éppen megegyezik a sorminimumok, majd a sorok redukalasa utan jelentkezd
oszlopminimumok 6sszegével. Ez lesz akorut hosszanak also hatar a. Q = 21£

Redukaljuk a matrixot eldszor sor szerint, majd oszlop szerint.
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3.3. tablazat

A D C D E F

A M 0 0 1 3 2

B|0O M 3 2 4 3

cC|o 0 M 5 3 2

D|1 0 4 M 1 0

E |1 0 2 5 M 4

F|oO 3 1 4 4 M

V|0 0 0 1 1 0= 2
33

tablazat

DE| A B C D E F

A | M oo) oy o 2 2

B | 01) M 3 1 3 3

c |00 o0 M 4 2 2

D | 1 0(0) 4 M o2 02

E| 1 (1) 2 4 M 4

F | 0o1) 3 1 3 3 M

A 3.4. tablazat alapjan a kovetkezo gondolatmenettel keressiik az optimalis megoldast. Mivel
minden sorban és oszlopban van nulla elem megkiséreljiik atrivialis korat 1étrehozasat.
Megallapitjuk, hogy teljes korutat a 0 elemekkel nem tudunk Iétrehozni.

Ezutan megvizsgaljuk, hogy mi torténne akkor, ha a szoban forgo nulla elemet nem
valasztanank, vagy nem lehet raprogramozni.

Akkor logikus, hogy az utana kovetkezo legkisebb elemet valasztjuk. A minimalis atvonal
hossza akkor ennyivel megnovekszik.

Eppen ezrét elsd Iépésként irjuk valamennyi nulla elem mellé zarojelbe azt az értéket,
amellyel novekedne a korot hossza ha a szoban forgé nulla elemet nem valasztanank. Ez az
érték az adott O elem soraban és az oszlopban 1évé kovetkezo legkisebb elem 6sszege.

Abbodl az elembol indulunk ki amelynél alegnagyobb a novekedés. Két ilyen elem van:: DE és
aDF. A valasztas tetszoleges. Induljunk ki a DE elembol.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: DE, jelentse azt, hogy a korut D-bol E-be halad, a DE,
pedig ennek ellenkezgjét.

Ha nem valasztjuk a DE elemet Q_EJ , akkor biztos, hogy a korat hossza 2 egységgel

novekszik, hiszen a DE elemet kizarjuk a programbél (DE elem =M).

Ha pozitiv a dontés, vagyis a korutat a DE iranyba vezetjiik akkor toroljiik a hozzatartozo sort
¢és oszlopot mivel D-bdl mashova illetve E-be mashonnan nem mehetiink. (minden pontot
csak egyszer érintiink!)
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Ugyelniink kell arrais, hogy végtelen nagy szammal (M-el) helyettesitsiik azokat az elemeket
is, amelyek akivalasztott elemmel egyiitt egy zart kort képeznének. (Pl. a ED elemet). Hanem
ezt tennénk D-bol E-be, innét pedig ismét D-be iranyithatnank utvonalat.

A torlések és kizarasok utan megmaradt matrixot - hacsak nincs minden soraban és
oszlopaban nulla elem - tovabb redukaljuk. A redukcié mértékével megnoveljiik az also hatar
értekeét.

A pozitiv és negativ dontés 6sszehasonlitasa utan azon a "dontési fa' agon megyiink tovabb,
ahol alacsonyabb az als6 hatar.

Az djarast addig folytatjuk, amig valamelyik agon annyi pozitiv déntés nincs, ahany
csomépontbél all az atvonal. Az ag végén az also hatar értéke megegyezik az titvonal
hosszaval.

Mindig azon az agon megyiink tovabb, ahol kisebb az also hatar. Vagyis programozas kozben
attérhetiink egy korabban félbehagyott agara, ha az adott esetben rovidebbnek bizonyul.
Azonos hosszasagu agak esetén alternativ valasztas lehetdoségiink van.

Térjiink vissza a kiindulo gondolathoz.

DE elem elfogadasa, tehat pozitiv dontés esetén - amit a matrix bal felsd sarkaba irt DE
szimbolummal jelziink - kiesik a D sor és az E oszlop tovabba az ED elem egyenlo lesz M-él.
A D sor kiesése kovetkeztében az F oszlopban nincs nulla elem. A legkisebb érték 2 (lasd a
zarojeles értéket is) ezért az F oszlopot 2-vel redukalni kell. Ezért DE pozitiv dontés ill. DE
dontés eredménye egyarant 21 + 2 = 23 (lasd dontési fa, a 8. abran). Barmelyik agon
tovabbmehetiink. Maradjunk a DE agon.

A dontésiinknek megfeleld uj matrix (5 x 5-6s) a 3.5. tablazatban:
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3.5.

tablazat
EB| A B c D F
A | M 0 ol oy o
B |0 M 3 1 1
C OL% o@l M 4 0
E| 1 okl 2 M 2
Flod 3 1 3 M

Ebben a matrixban 6t elemmel is a zarojelbe irt nbvekmény egyarant egy, ezért tetszoleges a
valalsztas. Valasszuk az EB pozitiv dontést. (EB esetén az also hatar 23 +1 = 24 lenne.)

Ezzel kiesik az E sor és a B oszlop, valamint [étrejott az el6zo dontést figyelmbevéve a DEB
részkorat, aminek kovetkeztében BD elemet M-re kell modositani. Dontésiink kovetkeztében
az aso hatar nem modosul (nem kell redukalni a matrixot).

Az 4j matrix a 3.6. tablazatban lathato:

3.6. tablazat
AD | A c D F
Ay ol OW
B |oJ 3 M 1
C om M 4 ol&\_
Flokj 1 3 M

Ebben a métrixban a valasztas egyértelmi: AD dontés esetén az also hatar éetéke 23 + 3 = 26-
rand. Ezért AD elemet valasztjuk.

Pozitiv dontésiink kovetkeztében kiesk az A sor és a Definicio oszlop igy a C oszlopot
redukalnunk kell 1-gyel, tovabba létreott az ADEB részkorat, aminek kovetkeztében BA
elem egyenldo M-el, emiatt a B sort is redukalni kell 1-gyel. Tehat az AD pozitiv dontés
kovetkeztében az also hatar értcke 23 + 1 + 1 = 25. Ezért vissza kell térni a kiindulo
matrixhoz, ugyanis a DE dontés als6 hataranak értéke 23, igy ezen az agon folytatjuk a
programozast (8. abra).

Az ) matrix a 3.3. tablazat alapjan % figyelemmel arra, hogy a DE elem értéke M lesz és az
E oszlopot emiatt redukalni kell 2-vel % a 3.7. tablazatban lathato:
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3.7 tablazat

DF| A

B
M ow okl okl
0 M 3

w5 by

1 4
1 g >
okl 3 1

Vialasszuk a DF elemet. DF dontés esetén az alsd hatar 23 + 2 = 25, mig DF pozitiv
dontés esetén FD egyenlo lesz M-el, kiesik aD sor és F oszlop. (Lasd 3.8. tablazat)

o

(@]
o

S &"

Zh(%g-moom'n

o O

Mmoo wm >
o

w »Z bR
L Z

38.
tablazat
AD | A B c D E
A | M 0 ol ol o
B ok M 3 1 1
cC| o 0 M 4 0
E| 1 ol 2 4 M
FloJ 3 1 M 1

A 3.8. tablazatbanaz attekinthetoség kedvéért csak akkor jeloltiink zarojeles értéket, ha az O-
nal nagyobb. A dontés az 6t valaszthato elem koziil tetszoleges.

Valasszuk az AD elemet. Ha AD adontés, akkor az also hatar

23 + 1 = 24, ha AD pozitiv a dontés, kiesik az A sor és D oszlop, akkor létregon az ADF
részkorut és FA elemet ki kell zarnunk (M), igy az F sort 1-el redukalni kell.Vegyiink észre,
hogy az A sor kiesése miatt a C oszlopot redukalni kellene, de az F sor redukalasa Iétrehozta a
C oszlop sziikséges nulla elemét !

E dontés értéke ugyancsak 23 + 1 = 24.

Maradjunk a pozitiv dontésii agon. Végrehatjva a redukalast az 3/8 matrix az eredmény:
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3.9. tablazat

FC| A B C E
B | 01) M 2 1
c|o 0 M 0
E| 1 1) 1 M
F| M 2 0(2) 0

Valasszuk az FC elemet.

FC esetén az also hatar 24 + 2 = 26, mig pozitiv dontés esetén kiesik az F sor és C oszlop, és
létrggon ADFC, igy a CA elemet ki kell zarni. Az asoé hatar valtozatlan, mivel nincs
redukalhaté sor vagy oszlop.

Az ) matrix avaltozasokkal 3.10. tablazatban::

BA| A B E
B [0RJ ™ 1
C| M 0 okl
E| 1 ol wm

Valasszuk a BA eemet.

BA esetén az also hatar 24 + 2 = 26 . BA pozitiv dontés esetén kiesik a B sor és a oszlop,
létrejon aBADFC részkorut és CB elem egyenld lesz M-l

3.11. tablazat
B E
C| M 0
E|O M

A létrgiott 3.11 matrixban a programozas egyértelma, és nincs novekedés (CE és EB kotelezo
valasztassal).

fgy ezen az agon Iétrejott egy teljes korut:

A DFCEB-A, meynek hossza 24 km. Mivel nincs olyan ag, ami ennél kisebb also
hataron allna, ez optimalis megoldas.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a DF pozitiv dontés utan az AD agat valasztva
eljutunk az A C E B D F - A sorrendhez, amely azonos értéka, tehat ugyancsak optimalis
megoldas.

Az 6sszes bejart agat a dontési fan mutatjuk be. Lathato, hogy nincs tobb olyan félbehagyott

ag, amely optimalis megoldast eredményezhetne.
8. abra
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3.2.1. Gyakorlé feladat

Egy varos foposta korzetébe tartozo hivatalok kiildeményeit gépkocsival gyijtik 6ssze.
Hatarozza meg a minimalis atvonal hosszat tigy, hogy a gépkocsi székhelyérsl kiindulva
minden hivatalt egyszer érintsen és visszatérjen akiindulé helyére.

Tavolsag matrix az alabbi ( km):

Hivata  F H, H, H, H, H,
F 0 1 15 6 6 4
H, 1 0 6 45 3 25
H, 15 6 0 3 4 4
H, 6 45 3 0 6 3
H, 6 3 4 6 0 4
H. 4 25 4 3 4 0

3.2.2. Attekintd kérdések

- Mi akoratazas modell [ényege és hol alkalmazhatjuk ?

- Milyen megoldo eljarasokat ismer ?

- Gondolja végig a "dontés fa' modszer logikajat, egy adott szakasz valasztasanak illetve
nem valasztasanak kovetkezményeit!

- Miben kiilonbozik a hozzarendelés és akorutazasi modell ?
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